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Diagonales de fraction rationnelle : définition

Notation :  Q((xo0,--,%n)) = Qllx0, - - -, Xall[z5] »
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Soit F = 0 une fraction rationnelle de  Q(xo, ..., xn) [ Q((xo, - -

v . S
Elle s'écrit  f(x0,...,Xn) = D < @spsn X0 Xn"

et la série Diag (g) « Z as..s X° € Q((x)) = Q[[x] [%]

s'appelle diagonale de (la fraction rationnelle) %.

s Xn))

[ C'est-a-dire dont le dénominateur @ est inversible dans Q((xo,---,xn)) | -

Remarque importante

Les diagonales des séries de Q((xo, .- ., Xn)) qui sont algébriques sur
Q(xo, - - -, xn) ne donnent pas de nouvelles fonctions.
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Toute diagonale de fraction rationnelle f est :

1) globalement bornée : 3 c,d € N*, df(cx) € Z((x)) ,
et de rayon de convergence (dans C) non nul ,

2) D-finie : JLeZX[L] L#0,telque L(f)=0,
3) globalement automatique : pp¥p Vh , f est p-automatique mod p” .

Théoreme de Lairez (2014)

> up x™ est une diagonale de f.r. ssi la suite u, est une somme binomiale

(cad obtenue a partir des coefficients binomiaux et des suites géométriques
par opérations algébriques, sommations finies et changements d'indice affines ).

v

Définition
Une série de Q((x)) qui vérifie les propriétés 1) et 2) sera appelée
pseudo-diagonale .

v

Gilles Christol (UPMC) SpecFun 27 avril 2015 4 /26



Diagonales de fraction rationnelle :  conjectures

Gilles Christol (UPMC) SpecFun 27 avril 2015 5/ 26



Diagonales de fraction rationnelle :  conjectures

Conjecture DFR
Toute pseudo-diagonale est la diagonale d'une fraction rationnelle.

Gilles Christol (UPMC) SpecFun 27 avril 2015 5/ 26



Diagonales de fraction rationnelle :  conjectures

Conjecture DFR

Toute pseudo-diagonale est la diagonale d'une fraction rationnelle.

Conjecture DFR faible

Toute pseudo-diagonale est globalement automatique (propriété 3).

—
—

Gilles Christol (UPMC) SpecFun 27 avril 2015 5/ 26



Diagonales de fraction rationnelle :  conjectures

Conjecture DFR
Toute pseudo-diagonale est la diagonale d'une fraction rationnelle.

Conjecture DFR faible

Toute pseudo-diagonale est globalement automatique (propriété 3).

Liens avec la conjecture de Grothendieck (GR)

Si L € Z[x][4] a, pp¥p, un systétme complet de solutions dans F[x], alors
toutes ses solutions sont des fonctions algébriques.

Gilles Christol (UPMC) SpecFun 27 avril 2015 5/ 26



Diagonales de fraction rationnelle :  conjectures

Conjecture DFR

Toute pseudo-diagonale est la diagonale d'une fraction rationnelle.

Conjecture DFR faible

Toute pseudo-diagonale est globalement automatique (propriété 3).

Liens avec la conjecture de Grothendieck (GR)

Si L € Z[x][4] a, pp¥p, un systétme complet de solutions dans F[x], alors
toutes ses solutions sont des fonctions algébriques.

conj. GR conj. DFR

Pour presque tout p Pour presque tout p

Gilles Christol (UPMC) SpecFun 27 avril 2015 5/ 26



Diagonales de fraction rationnelle :  conjectures

Conjecture DFR

Toute pseudo-diagonale est la diagonale d'une fraction rationnelle.

Conjecture DFR faible

Toute pseudo-diagonale est globalement automatique (propriété 3).

Liens avec la conjecture de Grothendieck (GR)

Si L € Z[x][4] a, pp¥p, un systétme complet de solutions dans F[x], alors
toutes ses solutions sont des fonctions algébriques.

conj. GR conj. DFR
Pour presque tout p Pour presque tout p
. (1) .
toutes les solutions sont == une solution est

Gilles Christol (UPMC) SpecFun 27 avril 2015 5/ 26



Diagonales de fraction rationnelle :  conjectures

Conjecture DFR

Toute pseudo-diagonale est la diagonale d'une fraction rationnelle.

Conjecture DFR faible

Toute pseudo-diagonale est globalement automatique (propriété 3).

Liens avec la conjecture de Grothendieck (GR)

Si L € Z[x][4] a, pp¥p, un systétme complet de solutions dans F[x], alors
toutes ses solutions sont des fonctions algébriques.

conj. GR conj. DFR
Pour presque tout p Pour presque tout p
. 1 .
toutes les solutions sont % une solution est
2
(modulo p) dans F,[x] . & dans Zp[[x]] -

Gilles Christol (UPMC) SpecFun 27 avril 2015 5/ 26



Diagonales de fraction rationnelle :  conjectures

Conjecture DFR

Toute pseudo-diagonale est la diagonale d'une fraction rationnelle.

Conjecture DFR faible

Toute pseudo-diagonale est globalement automatique (propriété 3).

Liens avec la conjecture de Grothendieck (GR)

Si L € Z[x][4] a, pp¥p, un systétme complet de solutions dans F[x], alors
toutes ses solutions sont des fonctions algébriques.

conj. GR conj. DFR
Pour presque tout p Pour presque tout p
. 1 .
toutes les solutions sont % une solution est
2
(modulo p) dans F,[x] . & dans Zp[[x]] -

En fait I'implication (2) est presque une équivalence .
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Propriété caractéristique des G-fonctions
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Représentations intégrales : G-fonctions

Propriété caractéristique des G-fonctions
f € Q[[x]] est une G-fonction ssi elle est D-finie, ses rayons de convergence
(en 0) Rayib(f) vérifiant la condition H Rayp%(f) > 0.

p place de Q
Une pseudo-diagonale f est une G-fonction : 2) = ppV¥p , Ray(f) =1 .
Condition de Galo¢kin

Pour L € Z[x][%] c'est la condition H Ray, Gauss(L) > 0

p place de Q
oll Ray, G.uss(L) est le rayon de convergence des solutions de L au voisinage du

point générique t, correspondant a la norme de Gauss p-adique.
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Représentations intégrales : G-fonctions

Propriété caractéristique des G-fonctions

f € Q[[x]] est une G-fonction ssi elle est D-finie, ses rayons de convergence
(en 0) Rayp%(f) vérifiant la condition H Rayp%(f) > 0.
p place de Q

Une pseudo-diagonale f est une G-fonction : 2) = ppV¥p , Ray(f) =1 .
Condition de GaloZkin

Pour L € Z[x][2] c'est la condition H Ray, Gauss(L) > 0

p place de Q
ol Ray, q.uss(L) est le rayon de convergence des solutions de L au voisinage du

point générique t, correspondant a la norme de Gauss p-adique.

|

Théoreme des Chudnovsky

L'équation différentielle minimale d'une G-fonction satisfait la condition de
Galo¢kin. En particulier, elle n'a que des points singuliers réguliers avec
exposants rationnels.

v
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Conjecture informelle

Les G-fonctions (donc les pseudo-diagonales) “viennent de la géométrie” .

Traduction possible
Toute pseudo-diagonale a une représentation intégrale :

f(X):/yF(X, X1, ...y Xn) dxlA--~Adxn:Lw(x)

avec .

e F fonction algébrique de x, x1, ..., Xn
@ 7 n-cycle sur la variété V de F (et “indépendant” de x).
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Traduction possible
Toute pseudo-diagonale a une représentation intégrale :

f(X):/yF(X, X1, ...y Xn) dxlA--~Adxn:Lw(x)

avec .

e F fonction algébrique de x, x1, ..., Xn
@ 7 n-cycle sur la variété V de F (et “indépendant” de x).

@ w n-forme différentielle sur une variété quasi-projective V — S
(définie au-dessus d'un ouvert S de IP;), de dimension relative n .

@ 7 n-cycle sur V (sur Vi et “indépendant” de x).

V.
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Représentations intégrales :  cas des diagonales

Pour F = & € Q((x0, .-, Xn)), on a Diag (F) (x) = (2;),1 AW(X) avec

o y=II1v et ~vi={lxl= 5}0 (cycle évanescent).

o w="F(

X dx: dx,
bt N i

X1 Xn

7X1a"'an>
Xl-.-Xn
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Pour F = & € Q((x0, .-, Xn)), on a Diag (F) (x) = (2;),1 [yw(x) avec

o y=II1v et ~vi={lxl= 5}0 (cycle évanescent).

ow:F< X ,X1,...,Xn>ﬁ/\---/\dxn
X1 Xp X1 Xp
o weQ"(V/S)
%  {(x0y e Xn) i X0 X0 Q(x0, -+, Xn) #£ 0} C AT
V=S (X0, Xn) > X=X Xn

S o G E{0< |x| <eml}

Pour x € C. et € assez petit, ¥ C V' car Q est inversible et, sur v, on a :

xi#0 (1<i<n) et 0< |xo| = ‘

=|xle7"<e.
X1 Xp

Gilles Christol (UPMC) SpecFun 27 avril 2015 8 /26



Représentations intégrales : cohomologie de de Rham

Gilles Christol (UPMC) SpecFun 27 avril 2015 9 /26



Représentations intégrales : cohomologie de de Rham

Soit V une variété algébrique complexe lisse de dimension n,
Vi, la variété analytique complexe de dimension n correspondante,
VR la variété différentielle “réelle” de dimension 2 n sous-jacente.

Gilles Christol (UPMC) SpecFun 27 avril 2015 9 /26



Représentations intégrales : cohomologie de de Rham

Soit V une variété algébrique complexe lisse de dimension n,
Vi, la variété analytique complexe de dimension n correspondante,
VR la variété différentielle “réelle” de dimension 2 n sous-jacente.

On a les faisceaux (de C-e.v.) des formes différentielles (2™ = A" Q1) :
Qmv) {f. d. algébriques de degré m sur V},
Q™(V4n) e {f. d. holomorphes de degré m sur \{m},
Qm™(Wr) = {f. d. C*° de degré m sur VR}.

Gilles Christol (UPMC) SpecFun 27 avril 2015 9 /26



Représentations intégrales : cohomologie de de Rham

Soit V' une variété algébrique complexe lisse de dimension n,
Vi, la variété analytique complexe de dimension n correspondante,
VR la variété différentielle “réelle” de dimension 2 n sous-jacente.

On a les faisceaux (de C-e.v.) des formes différentielles (2™ = A" Q1) :
Qmv) {f. d. algébriques de degré m sur V},
Q™(V4n) e {f. d. holomorphes de degré m sur \{m},
Qm™(Wr) = {f. d. C*° de degré m sur VR}.

Cohomologie de de Rham de Vg

C'est la cohomologie Hi (V&) du complexe des sections globales :

0— FQO(V) L TQH (V) — - — TQ27(Vg) — 0

Gilles Christol (UPMC) SpecFun 27 avril 2015 9 /26



Représentations intégrales : cohomologie de de Rham

Soit V' une variété algébrique complexe lisse de dimension n,
Vi, la variété analytique complexe de dimension n correspondante,
VR la variété différentielle “réelle” de dimension 2 n sous-jacente.

On a les faisceaux (de C-e.v.) des formes différentielles (2™ = A" Q1) :
Qmv) {f. d. algébriques de degré m sur V},
Q™(V4n) e {f. d. holomorphes de degré m sur \{m},
Qm™(Wr) = {f. d. C*° de degré m sur VR}.

Cohomologie de de Rham de Vg

C'est la cohomologie Hi (V&) du complexe des sections globales :
0 — FQO(Ve) L TQY(VR) —s - - - — TQ2(Vg) — 0
D’apres le lemme de Poincaré, on a : Hj, (V&) = H'(V(C),C)

Gilles Christol (UPMC) SpecFun 27 avril 2015 9 /26



Représentations intégrales : cohomologie de de Rham

Soit V' une variété algébrique complexe lisse de dimension n,
Vi, la variété analytique complexe de dimension n correspondante,
VR la variété différentielle “réelle” de dimension 2 n sous-jacente.

On a les faisceaux (de C-e.v.) des formes différentielles (2™ = A" Q1) :
Qmv) {f. d. algébriques de degré m sur V},
Q™(V4n) e {f. d. holomorphes de degré m sur \{m},
Qm™(Wr) = {f. d. C*° de degré m sur VR}.

Cohomologie de de Rham de Vg

C'est la cohomologie Hi (V&) du complexe des sections globales :
0 — FQO(Ve) L TQY(VR) —s - - - — TQ2(Vg) — 0
D’apres le lemme de Poincaré, on a : Hj, (V&) = H'(V(C),C)

Gilles Christol (UPMC) SpecFun 27 avril 2015 9 /26



Représentations intégrales : théoréme de comparaison

On peut aussi utiliser |I"hypercohomologie :

Hin (V) = H' (Q°(VR) — -~ — Q°"(Vr))
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On peut aussi utiliser |I"hypercohomologie :

Hin (V) = H' (Q°(VR) — -~ — Q°"(Vr))

Cohomologies de de Rham analytique et algébrique

On pose :  Hig(Vn) = H (Q°(V4n) = -+ — Q"(V4n)) |
HiL(V) = (Q(V) = - = Q7(V)) .

Poincaré analytique donne : H..(V4n) = H'(V(C),C) = Hix (V&) -

Théoreme de comparaison de Grothendieck

L'application naturelle H..(V) — Hi,(V,) est un isomorphisme.
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Cohomologies de de Rham analytique et algébrique

On pose :  Hig(Vn) = H (Q°(V4n) = -+ — Q"(V4n)) |
HiL(V) = (Q(V) = - = Q7(V)) .

Poincaré analytique donne : H..(V4n) = H'(V(C),C) = Hix (V&) -

Théoreme de comparaison de Grothendieck

L'application naturelle H..(V) — Hi,(V,) est un isomorphisme.

En particulier, si V' est une variété affine, on a

H"(V(C),C) = Hpa(V) = Q"(V)/d(Q"H(V)) .
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Soit f: V — S un morphisme lisse de variétés algébriques lisses .

On note QM(V/S) les S-formes différentielles algébriques de degré m sur
V et on pose HiL(V/S)E IRiﬂ(Q'(V/S)) .

Gilles Christol (UPMC) SpecFun 27 avril 2015 11 /26



Représentations intégrales :  cohomologie relative

Soit f: V — S un morphisme lisse de variétés algébriques lisses .
On note QM(V/S) les S-formes différentielles algébriques de degré m sur
V et on pose H(V/S)E IRiﬂ(Q'(V/S)) .

Pour chaque i, H5,(V/S) est un faisceau sur S qui est muni d'une
connexion intégrable appelée connexion de Gauss-Manin.

Gilles Christol (UPMC) SpecFun 27 avril 2015 11 /26



Représentations intégrales :  cohomologie relative

Soit f: V — S un morphisme lisse de variétés algébriques lisses .
On note QM(V/S) les S-formes différentielles algébriques de degré m sur
V et on pose H(V/S)E IR’ﬂ(Q'(V/S)) .

Pour chaque i, #x(V/S) est un faisceau sur S qui est muni d'une
connexion intégrable appelée connexion de Gauss-Manin.

J

Grossierement parlant, il s'agit d'une dérivation sous le signe f :

on veut calculer d%fw avec w = f(x,x1,...,x¢)dxg A« Adx, ,

les Xpi1,...,X¢ €étant liés par £ — n relations gi(x,x1,...,x¢) =0 .

On décide que Zf(" = dix(dx,-) =0 pour 1<i<n

et on calcule les autres ‘17’;1 a I'aide des relations g; = 0.

Le résultat obtenu pour i(w) ne dépend des variables “indépendantes”
X1, ..., X, choisies qu'a une différentielle exacte preés.
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Représentations intégrales : pourquoi la “dimension

centrale” ?

Soit V' une variété algébrique de dimension n.

Théoreme de Lefschetz (facile)

et soit W une section hyperplane de V telle que V — W soit lisse.

. . un isomorphisme pour < n—1
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une injection pour i=n-—1.
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Représentations intégrales : pourquoi la “dimension

centrale” ?

Soit V' une variété algébrique de dimension n.

Théoreme de Lefschetz (facile)

et soit W une section hyperplane de V telle que V — W soit lisse.

Hie (V) = Hhp (W) est {

un isomorphisme pour i< n—1

une injection pour i=n-—1.

“Etudier” [ f(x,y,z)dx Ady revient (presque) a étudier
J f(x,y,ax + by) dx A dy pour des coefficients a et b bien choisis ...

Théoreme de Lefschetz (difficile)

Pour r>1, on a unisomorphisme Hoz (V) = HIE" (V)
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Hon(V/S) ® Q(x) est un Q(x) espace vectoriel de dimension finie sur
lequel agit la dérivation dix'
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lequel agit la dérivation .

Les “solutions” de ce module a connexion sont données par les f,y.

Equation de Picard-Fuchs

Pour w forme différentielle sur V' de degré n, il existe L,, dans Z[x][d%] tel
que L, (w) soit une “différentielle exacte”.

Les ‘“périodes” fw w(x) sont les solutions de L, (au-dessus de S).

Gilles Christol (UPMC) SpecFun 27 avril 2015 13 /26



Représentations intégrales : un peu de terminologie

Connexion de Gauss-Manin

Hon(V/S) ® Q(x) est un Q(x) espace vectoriel de dimension finie sur
lequel agit la dérivation d%'

Les “solutions” de ce module a connexion sont données par les f,y.

Equation de Picard-Fuchs

Pour w forme différentielle sur V de degré n, il existe L, dans Z[x][ L] tel
que L, (w) soit une “différentielle exacte”.

Les ‘“périodes” fv w(x) sont les solutions de L, (au-dessus de S).

Equation minimale

On note L, 4 le polynéme différentiel minimal de Z[X][d%] tel que

Lwﬁ(ﬁw(x)) =0.

Gilles Christol (UPMC) SpecFun 27 avril 2015 13 /26
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on se ramene au cas ou V{ est un diviseur a croisements normatusx.

Par le théoréeme de réduction semi-stable , quitte a ramifier la variable x
on se ramene a V réduit .

En pratique cela signifie que, pour tout point P de Vj, on peut choisir des
coordonnées locales xp,x1...,x, telles que, au voisinage du point P,

“I'équation” de V soit : XoX1: "Xy =X, (0<r<n) J
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Par le théoréme de résolution des singularités (plongées) d'Hironaka
on se ramene au cas ou V{ est un diviseur a croisements normatusx.

Par le théoréeme de réduction semi-stable , quitte a ramifier la variable x
on se ramene a V réduit .

En pratique cela signifie que, pour tout point P de Vj, on peut choisir des
coordonnées locales xp,x1...,x, telles que, au voisinage du point P,

“I'équation” de V soit : XoX1: "Xy =X, (0<r<n) J

La représentation intégrale s'écrit alors

d d
f(X):/F(Xov'--yxn) PV N AT N dxr A A dxg
v X1 Xr
avec F fonction algébrique

[les pdles multiples disparaissent car on calcule modulo les différentielles exactes].
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Preuve de DFR :  &tre ou ne pas étre évanescent

Par le théoréme de résolution des singularités (plongées) d'Hironaka
on se ramene au cas ou V{ est un diviseur a croisements normatusx.

Par le théoréeme de réduction semi-stable , quitte a ramifier la variable x
on se ramene a V réduit .

En pratique cela signifie que, pour tout point P de Vj, on peut choisir des
coordonnées locales xp,x1...,x, telles que, au voisinage du point P,

“I'équation” de V soit : XoX1: "Xy =X, (0<r<n) J

La représentation intégrale s'écrit alors

f(x):/F(Xoj...,x,,) ﬁ/\---/\&/\dxprl/\---/\dxn
~ X1 Xy
avec F fonction algébrique
[les pdles multiples disparaissent car on calcule modulo les différentielles exactes].
Si v est le cycle évanescent de P, on constate que
f(x) = Diag <X,+1 oo Xp F(X X1+ Xny X1, - - - ,X,,))
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Preuve de DFR : filtrations

Pour #p2.(V/S) : par I'ordre du pdle le long de V;

w est de poids au moins n+ k s'il existe un point P de Vj prés duquel

w= F(x0,...,Xn) dx—’il AREEWA dx—ik/\dxkﬂ/wn/\dx,, avec F(0,...,0) #0.
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Pour #p2.(V/S) : par I'ordre du pdle le long de V;
w est de poids au moins n+ k s'il existe un point P de Vj prés duquel

w= F(x0,...,Xn) dx—’il AREEWA dx—ik/\dxkﬂ/wn/\dx,, avec F(0,...,0) #0.

v

Pour S (solutions de I'équation de Picard-Fuchs) : par la monodromie

Solutions f , {flog(x)+---},.. , {floghk(x)+---} (k maximum)
Poids —k —k +2 +k
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Preuve de DFR : filtrations

Pour #p2.(V/S) : par I'ordre du pdle le long de V;

w est de poids au moins n+ k s'il existe un point P de Vj prés duquel

w= F(x0,...,Xn) dx—? AREEWA dX—ka/\dxk+1/\~~~Adx,, avec F(0,...,0) #0.

v

Pour & (solutions de I'équation de Picard-Fuchs) : par la monodromie

Solutions f , {flog(x)+---},.. , {floghk(x)+---} (k maximum)
Poids —k —k +2 +k

Théoreme de Deligne-Steenbrink-Zucker

Les deux filtrations sont en dualité  (via (v,w) — fvw(x) ) :
Mic (13 (V/S)) = Ann My_ks1 (S)
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Preuve de DFR : filtrations

Pour #p2.(V/S) : par I'ordre du pdle le long de V;

w est de poids au moins n+ k s'il existe un point P de Vg pres duquel

w= F(x0,...,Xn) d7>? A A dx—’;“/\dxkﬂ/\mAdx,, avec F(0,...,0) #0.

v

Pour & (solutions de I'équation de Picard-Fuchs) : par la monodromie

Solutions f , {flog(x)+---}, ... , {floghk(x)+---} (k maximum)
Poids —k —k+2 +k
Théoreme de Deligne-Steenbrink-Zucker

Les deux filtrations sont en dualité  (via (v,w) — fvw(x) ) :
Mic (13 (V/S)) = Ann My_ks1 (S)

v

Corollaire : preuve de DFR pour le poids minimum

Les solutions de I'équation de Picard-Fuchs de poids —n (donc minimum)
sont des diagonales de fractions rationnelles.

v
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Preuve de DFR : pour les fonctions hypergéométriques
, bn)

Pour a=(a1,...,ant1) et b=(by,... rationnels, la fonction

[e.e]

é dl)s..-\dan s x°
F(X) d:f ,,+1Fn(al,...,a,,+1;b1,...,b,,;x) = E ((2)1) ((b+)1) ?
—0 s--+-\Dn)s !

(ao=1 , (a)s =a(a+1)(a+2)...(a+s—1), (s>1)
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Preuve de DFR : pour les fonctions hypergéométriques
, bn)

Pour a=(a1,...,ant1) et b=(by,... rationnels, la fonction

[e.e]

é dl)s..-\dan s x°
F(X) d:f ,,+1Fn(al,...,a,,+1;b1,...,b,,;x) = E ((2)1) ((b+)1) ?
—0 s--+-\Dn)s !

(ao=1 , (a)s =a(a+1)(a+2)...(a+s—1), (s>1)

vient de la géométrie 1 1Fg(a1;;x) = (1 — x)™ et, pour n>1,

1
ni1Fn(a,ans1; b, by x) = cste/ tr=l(] — g)beman—l E o (arb; tx) dt
0

. . I'I+1 d d n d
et est D-finie : X,l:[l (xa + a;) F) =x— E (XE b — 1) F(x) .
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,a,,+1) et b= (bl,...,bn)

Pour a={(ay,... rationnels, la fonction

[e.e]

¢ al)s...(ant1)s X
FOO S piaFalinosaninibree i) = Y (0 X0
2 (b (ba)s 9

(ao=1 , (a)s =a(a+1)(a+2)...(a+s—1), (s>1)

vient de la géométrie 1 1Fg(a1;;x) = (1 — x)™ et, pour n>1,

1
ni1Fn(a,ans1; b, by x) = cste/ tr=l(] — g)beman—l E o (arb; tx) dt
0

n+1

et est D-finie : XH(x—+a) (x) —H( +b71> F(x) .

C'est donc une “pseudo diagonale” ssi elle est “globalement bornée”.
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Preuve de DFR : pour les fonctions hypergéométriques
,a,,+1) et b= (bl,...,bn)

Pour a={(ay,... rationnels, la fonction

[e.e]

é al)s...\an s X
F(X) d_f n+1F (ala" <y dn+1, bl?' . "bn;X) = E :((1bi) ((b+;) 5|
= s..-\Dn)s !

(ao=1 , (a)s =a(a+1)(a+2)...(a+s—1), (s>1)

vient de la géométrie 1 1Fg(a1;;x) = (1 — x)™ et, pour n>1,

1
ni1Fn(a,ans1; b, by x) = cste/ tr=l(] — g)beman—l E o (arb; tx) dt
0

n+1

et est D-finie : XH(x—+a) (x) —H( +b71> F(x) .

C'est donc une “pseudo diagonale” ssi elle est “globalement bornée”.

Ici, dim. relative (V) =n et ordre de I'éq. diff. =n+1
d'ou la confusion entre “MUM" et “solution de poids minimum”.
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Représentation alternative des fonctions hypergéométriques

Soit N > 2, soit V, définie par les équations :
xl’V—l—yl’V—i—l:O, X2N+y2N+1:O, x3N—|—y3{V+1:0, X1XoX3 = X .
(donc de dimension relative 2) et soit

CI'X1 dX2
_ P G r s t
w(x) = X1 Y1 X2 Y2 Y3 X1 X0

Alors pour un cycle bien choisi ~y on a:

fﬁyw(x):cste 3F2(_—t =P-q —r—s. Nor M'XN) )

Gilles Christol (UPMC)
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Représentation alternative des fonctions hypergéométriques

Soit N > 2, soit V, définie par les équations :
xl’V—l—yl’V—i—l:O, X2N+y2N+1:O, x3N—|—y3{V+1:0, X1XoX3 = X .
(donc de dimension relative 2) et soit

dX1 dX2
w(x) =x{ i x5 y5 y5 —

X2

Alors pour un cycle bien choisi ~y on a:

fﬁ{w(x):cste 3F2(_—t =P-q —r—s. Nor M;XN) )

Remarque

La fibre Vo est la réunion de 3 familles de N diviseurs a croisements “presque normaux’.
Ceux de la premiere, par exemple, sont d'équations

x=0, yl+1=0, x'+yV+1=0, X +yl+1=0.
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Preuve de DFR pour les F.H. :  poids —n

Le poids de p+1Fn(a;b;x) est : — (le nombre de i tels que b; € Z) . J

La conjecture DFR est vraie pour le poids —n

Le corollaire dit que ,+1Fn(a;1,...,1; x) est une DFR et en effet :
nt1Fn(a1, ..y ant1; 100, x) = (1 — x)2 % - % (1 — x)2n12
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La conjecture DFR est vraie pour le poids —n

Le corollaire dit que ,+1Fn(a;1,...,1; x) est une DFR et en effet :

nt1Fn(a1, ..y ant1; 100, x) = (1 — x)2 % - % (1 — x)2n12

La conjecture DFR est vraie pour le poids 0

1
On suppose les a; et b; dans NZ et les b; ¢ 7Z.
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Preuve de DFR pour les F.H. :  poids —n et poids 0

Le poids de p+1Fn(a;b;x) est : — (le nombre de i tels que b; € Z) .

N

La conjecture DFR est vraie pour le poids —n

Le corollaire dit que ,+1Fn(a;1,...,1; x) est une DFR et en effet :

nt1Fn(a1, ..y ant1; 100, x) = (1 — x)2 % - % (1 — x)2n12

La conjecture DFR est vraie pour le poids 0

|
\

On suppose les a; et b; dans NZ et les b; ¢ 7Z.

La fonction ,4+1Fn(a;b;x) est globalement bornée et de poids 0,

= (Vk, (k,N)=1) les exp(2im k a;) et les exp(2i k b;) sont entrelacés ,
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Le poids de p+1Fn(a;b;x) est : — (le nombre de i tels que b; € Z) .

N

La conjecture DFR est vraie pour le poids —n

Le corollaire dit que ,+1Fn(a;1,...,1; x) est une DFR et en effet :

nt1Fn(a1, ..y ant1; 100, x) = (1 — x)2 % - % (1 — x)2n12

\

La conjecture DFR est vraie pour le poids 0 (Beukers-Heckman)

1
On suppose les a; et b; dans NZ et les b; ¢ 7Z.

La fonction ,4+1Fn(a;b;x) est globalement bornée et de poids 0,
= (Vk, (k,N)=1) les exp(2im k a;) et les exp(2i k b;) sont entrelacés ,

= Le groupe de monodromie de I'équation hypergéométrique est fini,
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1
On suppose les a; et b; dans NZ et les b; ¢ 7Z.

La fonction ,4+1Fn(a;b;x) est globalement bornée et de poids 0,
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Preuve de DFR pour les F.H. :  poids —n et poids 0

Le poids de p+1Fn(a;b;x) est : — (le nombre de i tels que b; € Z) .

N

La conjecture DFR est vraie pour le poids —n
Le corollaire dit que ,+1Fn(a;1,...,1; x) est une DFR et en effet :

nt1Fn(a1, ..y ant1; 100, x) = (1 — x)2 % - % (1 — x)2n12

\

La conjecture DFR est vraie pour le poids 0 (Beukers-Heckman)

1
On suppose les a; et b; dans NZ et les b; ¢ 7. Les conditions :

1) La fonction ,41Fnp(a;b;x) est globalement bornée et de poids 0,
2) (Vk, (k,N)=1) les exp(2im k a;) et les exp(2i k b;) sont entrelacé
3) Le groupe de monodromie de I'équation hypergéométrique est fini,
4) La fonction ,11Fp(a;b;x) est algébrique.

sont équivalentes.

S

v
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On peut décider facilement si ,11F,(a; b; x) est globalement bornée. J
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Conjecture DFR pour les F.H. : les cas intermédiaires

On peut décider facilement si ,11F,(a; b; x) est globalement bornée.

On trouve des ,11F, globalement bornées et de poids k €] — n,0[ :

€] -
3F2(9,9,9'3,1,X), 3F2(%,§,§ é,l,X), 3F2(11,11 %'%,1;X)

et aussi des 4F3 de poids —1 ou —2.

Gilles Christol (UPMC) SpecFun 27 avril 2015

19 / 26



Conjecture DFR pour les F.H. : les cas intermédiaires

On peut décider facilement si ,11F,(a; b; x) est globalement bornée. J

On trouve des 11 F, globalement bornées et de poids k €
3F2(9 9’9.371X)1 3F2(777’712711X)1 3F2(11,11 11'%71;)() e

et aussi des 4F3 de poids —1 ou —2.

REMARQUE : on cherche des exemples primitifs (qui ne soient pas des produits
de Hadamard de fonctions plus simples) et représentatifs (chaque exemple en
donne plusieurs autres par les transformations a; — ka; b; — kb; (k,N)=1

insi 1 12 8.2 2 1
Ainsi (558530 - 555D - (5530
- (3ol - Gesnld) - 68651

%7%7%;%a1) ne donne que (3’9 3’1) )

CES PSEUDO -DIAGONALES SONT-ELLES DES DIAGONALES 777

Gilles Christol (UPMC) SpecFun 27 avril 2015 19 / 26
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DFR faible : schéma de preuve

Soit f(x)= [ w(x) avec w € HP(V/S) .

e V — V, réduction modulo p (c’est possible ppVp )

® Hp(Vp/Sp) cohomologie (relative) “p-adique’ de V, (a définir)

o E, = complété de Q(x) pour la norme de Gauss p-adique.

Gilles Christol (UPMC) SpecFun 27 avril 2015 20 / 26
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Soit f(x) = 7w(x) avec w € Hp(V/S) .

e V — V, réduction modulo p (c’est possible ppVp )

® Hp(Vp/Sp) cohomologie (relative) “p-adique’ de V, (a définir)

o E, = complété de Q(x) pour la norme de Gauss p-adique.

Points a prouver
Q 7,(Vp/Sp) est un O-module a connexion avec Zy[x] C O C Ep :

v
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® Hp(Vp/Sp) cohomologie (relative) “p-adique’ de V, (a définir)

o E, = complété de Q(x) pour la norme de Gauss p-adique.

Points a prouver

Q 7,(Vp/Sp) est un O-module a connexion avec Zy[x] C O C Ep :
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v

Gilles Christol (UPMC) SpecFun 27 avril 2015 20 / 26



DFR faible : schéma de preuve

Soit f(x) = 7w(x) avec w € Hp(V/S) .

e V — V, réduction modulo p (c’est possible ppVp )

® Hp(Vp/Sp) cohomologie (relative) “p-adique’ de V, (a définir)

o E, = complété de Q(x) pour la norme de Gauss p-adique.

Points a prouver

Q@ 7;(V,/Sp) est un O-module a connexion avec Zy[x] C O C B,
o On a une injection Hp(V,/Sp) ® Ep = HE(V/S)® Ep
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une ‘structure de Frobenius (forte)” sur H(V,/Sp) ® Ep .

@ Si f € Zp[[x]] est solution d'une équation différentielle de E,[<L]
munie d'une structure de Frobenius forte,
alors, pour tout h > 1, elle est p-automatique modulo p”.
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DFR faible : existence et propriétés des #{3(V,/Sp)

Théorie de Dwork-Katz Period Matrices (1968)

Soit V C P™FL  une hypersurface non singuliére et en position énérale,
Q(x) yp 124 P 8
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Soit V C P"FL  une hypersurface non singuliére et en position énérale,
Q(x) yp 124 P 8

[d’équation (homogegne) F(x, Xo,..., Xo11) =0, F € Q[x][Xo,-.., Xns1] et

R(x) := résultant {Xi%}0§i§n+l #0 (les Xi 2% sans zéro commun) ]

Alors on sait définir les #;(V,,/Sp) (resp. H, (P = V),/Sp)

@ Les “bons” p sont ceux pour lesquels |[R|, =1  (|.|, norme de Gauss).

© Hp(V/Sp) ~ L/(DxL+ Y2 Dx.L) Hp((B™ = V)}/S,) ~ L/(3; Dx.L)
(D dériv. “tordue” pare™™F - V® = V{Xo- - Xor1 # 0}).

e 0= { éléments analytiques sur {x € Cp; |R(x)|, = 1}}
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Soit V C P"FL  une hypersurface non singuliére et en position énérale,
Q(x) yp 124 P 8

[d’équation (homogegne) F(x, Xo,..., Xo11) =0, F € Q[x][Xo,-.., Xns1] et

R(x) := résultant {Xi%}0§i§n+l #0 (les Xi 2% sans zéro commun) ]

Alors on sait définir les H1(V,,/Sp) (resp. Hp (P™ — V),/Sp)
@ Les “bons” p sont ceux pour lesquels |[R|, =1  (|.|, norme de Gauss).

o HA(VYP/S,) ~ L/(DeL+ Y Dx.L) HA((P™H = V)8/S,) ~ L/ (X Dx.L)
(D dériv. “tordue” pare™™F - V® = V{Xo- - Xor1 # 0}).

e 0= { éléments analytiques sur {x € Cp; |R(x)|, = 1}}

Il existe une (et une seule) "bonne” théorie de cohomologie p-adique :
celle de Arabia-Mebkhout et leur modules spéciaux malheureusement elle
n'existe pas encore en cohomologie relative.
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DFR faible : existence et propriétés des #{3(V,/Sp)

Théorie de Dwork-Katz Period Matrices (1968)

Soit V C P{&)}) une hypersurface non singuliére et en position générale,

[d’équation (homogegne) F(x, Xo,..., Xo11) =0, F € Q[x][Xo,-.., Xns1] et

R(x) := résultant {Xi%}0§i§n+l #0 (les X;g—; sans zéro commun).|

Alors on sait définir les #;(V,,/Sp) (resp. Hj (P = V),/Sp)
@ Les "bons” p sont ceux pour lesquels |R|, =1  (|.|, norme de Gauss).

o HA(VYP/S,) ~ L/(DeL+ Y Dx.L) HA((P™H = V)8/S,) ~ L/ (X Dx.L)
(D dériv. “tordue” pare™™F - V® = V{Xo- - Xor1 # 0}).

e 0= { éléments analytiques sur {x € Cp; |R(x)|, = 1}}

Il existe une (et une seule) "bonne” théorie de cohomologie p-adique :
celle de Arabia-Mebkhout et leur modules spéciaux malheureusement elle
n'existe pas encore en cohomologie relative.

Cela devrait concerner toutes les fcts “Iclt bornées” comme 3F2(%7 %, %; %, 1; x).

Gilles Christol (UPMC) SpecFun 27 avril 2015 21 /26



DFR faible : structure de Frobenius et p-automaticité

Remarque

Si f est solution d’une équation différentielle avec structure de Frobenius
forte, il existe un entier d et des éléments a; dans E, tels que
d

ai(x) F(x") =0,  (apay #0) (Ca)

i=0
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v

Théoreme Fonctions et éléments algébriques (1986)

Si une fonction f de Zp[[x]] satisfait une relation (Cy)
alors c'est une limite (pour la norme de Gauss) de fonctions de Z,[[x]] qui
sont algébriques sur E, .
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Remarque

Si f est solution d'une équation différentielle avec structure de Frobenius
forte, il existe un entier d et des éléments a; dans E, tels que
d .
ai(x)f(xP)=0, (a0 aq # 0) (Cq)
i=0

Théoreme Fonctions et éléments algébriques (1986)

Si une fonction f de Zp[[x]] satisfait une relation (Cy)
alors c'est une limite (pour la norme de Gauss) de fonctions de Z,[[x]] qui
sont algébriques sur E, .

Théoréeme

Si une fonction f de Zp[[x]] est algébrique sur E,
alors, pour tout h > 1, elle est p-automatique modulo p".

4
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Données expérimentales : équa. diff. autoadjointes

L'adjoint de L = Z f,'(X)% est L*= Z(—l)i % fi(x)

[On pourrait définir directement la dualité au niveau des modules différentiels]
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Données expérimentales : équa. diff. autoadjointes

L'adjoint de L = Z f,'(X)% est L*= Z(—l)i % fi(x)

[On pourrait définir directement la dualité au niveau des modules différentiels]

On dira que L est autoadjoint si les modules différentiels associés a
L et L* sont isomorphes.

e [ autoadjoint

<~ d(M), M=NPetlL=KP=degP=0, LM=QL*.
e Si L estirréductible la condition s'écrit

< I (M), degM <degl, LM=QL* (etalors @=M*).

Remarque

Comme hom(L,L*) = L® L =ext?(L) ®sym?(L), L est autoadjoint si et
seulement si ext?(L) ou sym?(L) a une solution rationnelle non nulle.
Cela se “voit” donc dans son groupe de Galois.
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Données expérimentales : équa. diff. autoadjointes

L'équation différentielle (minimale) de 3F2(%, 4. 3: 3,

autoadjointe , (méme sur les fonctions algébriques).

1;x) n'est pas
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Fait expérimental

Les facteurs irréductibles des équations différentielles minimales des
diagonales de fractions rationnelles sur lesquelles on a fait le test sont
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Données expérimentales : équa. diff. autoadjointes

L'équation différentielle (minimale) de 3F2(%, g, g; %,

autoadjointe , (méme sur les fonctions algébriques).

1;x) n'est pas

Fait expérimental

Les facteurs irréductibles des équations différentielles minimales des
diagonales de fractions rationnelles sur lesquelles on a fait le test sont
presque tous autoadjoints :

e seule exception connue 3F2(%, %, %; 1,1;x) .

1 4 5.1

Est-ce un indice de ce que 3F2(g, 5, 3: 3,1 x) n'est pas

une diagonale de fraction rationnelle ?
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Données expérimentales : équa. diff. autoadjointes

Le fait expérimental s'explique facilement :

Grace a Deligne et Steenbrink-Zucker on sait que les connexions de Gauss-
Manin sont des ‘“variations de structure de Hodge mixtes polarisées’.
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En particulier, cela signifie qu'il existe une filtration (par le poids) dont les
gradués associés sont auto-adjoints [ce sont les connexions de Gauss-Manin
d’une famille projective et lisse pour laquelle il y a une dualité de Poincaré].
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Cas “générique” d'une formule intégrale

Si w est un vecteur cyclique du H].(V/S), son équation différentielle
minimale se décompose en un produit de facteurs auto-adjoints.
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Données expérimentales : équa. diff. autoadjointes

Le fait expérimental s'explique facilement :

Grace a Deligne et Steenbrink-Zucker on sait que les connexions de Gauss-
Manin sont des ‘“variations de structure de Hodge mixtes polarisées’.

En particulier, cela signifie qu'il existe une filtration (par le poids) dont les
gradués associés sont auto-adjoints [ce sont les connexions de Gauss-Manin
d’une famille projective et lisse pour laquelle il y a une dualité de Poincaré].

Etre auto-adjoint n’est stable ni par sous-module ni par quotient !

Cas “générique” d'une formule intégrale

Si w est un vecteur cyclique du H].(V/S), son équation différentielle
minimale se décompose en un produit de facteurs auto-adjoints.

Dans les cas “petits” ces facteurs sont irréductibles.

Par contre I'équation minimale de 3F2(%7 %, g; %, 1;x) correspond a un
sous-module strict du gradué de poids 1.
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Données expérimentales : Ila liste de Almkvist & co.

Dans la liste d'équations de Calabi-Yau, un certain nombre d'exemples
font intervenir les sommes harmoniques

1
Hn:ZE7
k=1

ce qui semble jeter un doute sur le fait que ces fonctions soient des
diagonales de fraction rationnelle.

Grace a Jean-Marie Maillard, on sait que ce n'est qu'un artifice de
présentation et que tout rentre dans |'ordre si on utilise la (nouvelle ?)
formule :

zr': k(zz - ik> (2:) (M — Hi) = <2n”>(2n +1)—4"(n+1).

Gilles Christol (UPMC) SpecFun 27 avril 2015 26 / 26



	Diagonales de fraction rationnelle
	propriétés
	conjectures

	Représentations intégrales
	conjecture géométrique
	cohomologie de de Rham
	théorème de comparaison

	Preuve de DFR
	filtrations
	pour les fonctions hypergéométriques

	Preuve de DFR faible
	cohomologie p-adique en caractéristique p
	structure de Frobenius et p-automaticité

	Données expérimentales
	équations différentielles autoadjointes
	la liste de Almkvist & co.


