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Séries de Taylor vs Padé

f(z)=1+1In(1+2)

Taylor Padé
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Séries de Taylor vs Padé

f(z) =1+1In(1+2)

Taylor Padé / Fractions continues
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Séries de Taylor vs Padé

f(z)=1+1In(1+2)
z:=-3+i

Taylor

Fractions continues
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Démonstration
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Objets manipulés (1)

Définition (Série formelle tronquée)
n
Z ¢z =g+ cz+ oz’ 4+ 2",
i=0
Définition (Valuation)
val(Y_ a;z') := inf{i; a; # 0}. val(z® + z1%) = 3.

Proposition
1/f est développable pour Taylor < f(0) #0 <= val(f) =0.

Définition (C-fraction tronquée)

n a; Qg
ajz™ apZ
c + IC 1 Co + 2200
i=0 1+
14
anilzan—l
1+

1+ a,z%
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Objets manipulés (2)

Théoreme

» Toute C-fraction finie est une série

> Toute C-fraction infinie converge vers une série

(i.e. coeffs asymptotiquement constants)

» Toute série de Taylor est une unique C-fraction.

Remarque (Correspondance effective)

o)

6/17



Ftat de I'art

Preuves :

- . o\ K
> Créatives exp(x) = limgyo0 (1 + %)
» Indirectes Vn, ap = limk_o0 ak,n
» Unifiées

» Récurrence a trois termes : u, = Up41 + aplni2

a a T~ a;
n n
woyp oy
Un+1 Upy1 anti LN 1
Upt2 14+ =n
Un+2
Un+3
» Hypergéométriques de Gauss :

1—x

len_1(1+x>7F( 1{720 ;Xz) L x2/3

(R )

1 » (3"2>X2

+x n2-1

2x|n71( >:1+IC"7
1—x 1
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Etat de I'art (calcul formel)

Tabulations de formules

> coquilles

» Cuyt et alii, 2008, formule (11.4.8) pour arctan.

» non exhaustif : fonction d’'Airy

A’ (z) 1 [ ant
:——+’C", z = 1/, R(@t) > 0, a = ---,
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Etat de I'art (calcul formel)

Tabulations de formules
> coquilles
» Cuyt et alii, 2008, formule (11.4.8) pour arctan.

» non exhaustif : fonction d’'Airy

1
i=0

But : produire a la demande les formules, et leurs preuves.

A’ (z) 1 [ ant
= 77+’CL, z = 1/, R(@t) > 0, a = ---,

an
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Etat de I'art (calcul formel)

But : produire a la demande les formules, et leurs preuves.
Dynamical Dictionary of Mathematical Functions
http://ddmf .msr-inria.inria.fr/

The Special Function erf ()

3. Numerical Evaluation

erf (1/4+ 1/44) ~ 0.29339518 + 0.269913501

(Below, path may be either a point z or a broken-line path [z1, z2,.. ., 2, along which to perform analytic continuation
the defining differential equation. Each z;, should be of the form x + y*i )

path = 1/4+1/4 precision = 8 (Submit )
4. Symmetry

The function erf (x)is odd:
erf (z) = —erf (—z)
for all complex numbers z .

See the Proof That the Function erf (z)is Odd.
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Structures de données

k=@ ou Q(x).

Définition

(a,,)n20 P-récursive 3d, Vn, po(n)uptd + -+ pa(n)u, = 0.
y(z) D-finie Je, qo(2)y @ (2) + -+ qe(2)y(z) = 0.
d est l'ordre de la P-récurrence, et les p; et q; sont polynomiaux.
Exemple

Fibonacci ~ {Fibp4+2 = Fib,11 + Fib,, (Fibg, Fib;) = (0,1)}.
erf(2) ~ {y"(2) +22y'(2) = 0,(y,y")(0) = (0, =)}
Théoreme

o0 - L
Y oo anz" D-finie = (an),>o P-récursive.
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Structures de données

k= Q ou Q(x).

Définition

(an),>q P-récursive 3d, Vn, po(n)uptd + -+ pa(n)u, = 0.

y(z) D-finie Je, qo(2)y@(z) + -+ ge(2)y(2) = 0.

d est l'ordre de la P-récurrence, et les p; et q; sont polynomiaux.

Exemple

Fibonacci ~ {Flb,,+2 = Fibp41 + Fiby, (Fibg, Fiby) = (0,1)}.

erf(z) = >_ anz" ~ {y"(2) +22y'(2) = 0,(y,¥')(0) = (0, 7)}-
~ {2na, + (n* +3n+2)ap2 = 0, (a0, a1) = (O, %)}}

Théoreme

par le calcul!
<~

00 n .. g .
Yoo anz" D-finie (an),>o P-récursive.
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Algorithmique

Théoreme
Etant données des conditions initiales et des P-récurrences qui définissent
(an),>o €t (bn),>o par récurrence, on peut :

» Décider si V¥n, a, = 0;

> Calculer une définition (similaire) pour :
(aﬂ+1)n20’ (an — b”)nZO' (aﬂbn)nZO' (Zi+j:n afbj)

o
Exemple (Fib, et n!Fib,.1)

A partir de {Fibps2 = Fibni1 + Fib,, Fiby = 1, Fib(1) = 1}
et {(n+1)=(n+1)n!, 0! =1},

on peut calculer pour g, := n!'Fibpy; :

{grio=(n"+3n+2)g,+(n+2)gni1,8 = 1,81 =2}.
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Réduction d’'ordre

Théoreme (Dimension de I'ensemble des solutions)
Ona:v¥n, po(n) #0 =
dim{(un)nzo , Po(M)un+d + -+ pa(n)u, = 0} = d.
Probleme (27" et 2" sont dans un bateau. .. )
Si

{23,,+2 —bap41 +2a, =0, (ao, al) = (1, %)},
montrer lim,_, ., a, = 0.

» deviner une “petite” récurrence : an+1 +aa, =07
1
(ao,al)wa:—i. {2bn+1fbn:O,b0:1}
» Elle définit une nouvelle suite (b,),~, par récurrence.
> prouver que b, = a,, par récurrence :
» conditions initiales : (bg, b1) = (a0, a1);
> hérédité :

Vn, 2bn+2 - 5bn+1 + 2bn - (2bn+2 - bn+1)—2(2bn+1 - bn) - 0
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Démarche : deviner

x
diffeq2cfrac({exp’(x) = exp(x), exp(0) = 1}, x = 0); exp(x) =1+

» Calcul :

1 1

(a0,--,310)=(1, 5,5, 5 -

-1

1 L ;1)
7107 10 »°*°2 387 :
» Devinette :

{=r"aptnap1+n(n+3)an2=0, (ao,a1,22)=(1,—1%,3)}.

12/17



Démarche : deviner pour prouver!

diffeq2cfrac({exp’(x) = exp(x), exp(0) = 1}, x = 0); exp(x) =1+ x
1+
E+1)X
1+ @ —
AL X
14 (2k+1)
> Caleul : (20, a10)=(1, 3,2, s T s 3)-
» Devinette : {—nfaptnap+n(n+3)an2=0, (ag,a1,a)=(1,—1,1)}.
> Preuve : fo =14 JClo & — exp(x)?
n—o0o
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Preuve (récurrences)

Notation
On note fo:= 1+ Ko %, et Pu/Qu = 1.

Proposition
On a f, I ep = val(f) — f,) — oc.

n—oo
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Preuve (récurrences)

Notation
On note fo:= 1+ Ko %, et Pu/Qu = 1.

Proposition

Onaf, — exp < val(f; — f,) — oc.
n— oo n— o0

Lemme

> Vn Pn = Fp-1 +3,,XP,,_2 ol (PQ P1> - (1 0) .
’ Qn = anl + anXQn72 Q*2 Qfl 0 1)’

> f/ —f,=H,/Q2, avec H, .= P.Q, — Q%> — P,Q, — P,Q/;

> Vn, val(@,) =0.
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Preuve (récurrences)

Notation
On note fo:= 1+ Ko %, et Pu/Qu = 1.

Proposition

Onaf, — exp < val(f; — f,) — oc.
n— oo n— o0

Lemme

> Vn Pn = Fp-1 +3,,XP,,_2 ol (PQ P1> - (1 0) .
’ Qn = anl + anXQn72 Q*2 Qfl 0 1)’

> f/ —f,=H,/Q2, avec H, .= P.Q, — Q%> — P,Q, — P,Q/;

> Vn, val(@,) =0.

Théoreme
n ajX
1 +IC,-:O T njo exp <— vaI(H,,) n;)o o0 1317



Preuve (convergence)

A partir de H, := P,/,Qn — Q% — PoQn — P,,QL et :

—n?ay + napi1 + n(n+ 3)anz =0 (a0, a1, 3) = (1, -3, &

Pp = Pp_1+ anxPn_2 (P—2,P_1)=(1,0)

— Pl =P, 4P, 4 Pys

n

Qn = Qn_1+ anxQn_2 (Q—2,Q-1)=(0,1)

QLT Qh @t Qoo

On peut développer :

Hn=P}Qn— Q% — PnQn — P,
Hot1 = Phi1 Qi1 — Qapy — Potr1 Q1 — Prt1 Qg
Hpi2 = —an,0X*PaQn + -+ Pop1Qui1 + -+ PaQpuyy + -+

(31) (%2)

Hoik = Z Ck,o,8 P,,+01 Qn+a2. (8 générateurs sur Q(x, ap, . . .

o,5€{0,1}2
Par coefficients indéterminés (algebre linéaire), on calcule :

2
Hpia = Hpys + -+ - Hoyo + (anyaang3)x Hogpr + - - Hp.

Théoreme
1 T AX s ex — ?
+ ICio % o exp val(H,) — 00

5 3n+4))
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Preuve (convergence)

A partir de :

Hoya = Hoys + - Hogo + (an142n43)x*Hng1 + -+ - Ho (Ho, Hy, Ha, Hz) = . ...

)

o=

—n?ap + napy1 + n(n+3)ans =0 (a0, a1, a2) = (17*%7
Montrons val(Hp,) — oo.
n— oo

(2 n?+13 n+21)x2 hn+(2 n+4)x hp i q

P Devinett H Hag) : ~» hpyo = —
evinette sur (Ho, - . ., Hao) : ~ hn2 8n%+84n3+328n2 +564n+360

(ho, h1) = (—x,x?/4);

Théoreme

n ajXx
L+ ICig % Lo = val(H,) el ?
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Preuve (convergence)

A partir de :
Hpya = Hpps + - - Hopo + (an4aans3)x?Hpe1 + - - - Hp (Ho, H1, Ha, H3) = . ...

—nap + nap1 + n(n + 3)anz =0 (a0, a1, a2) = (1, — 3, §)

Montrons val(H,) — oo.
n— oo

(2n2+13n+21)) 57 |+ 04 X | hpiy

P Devinette sur (Ho, . . . , Hxg) : ~ hpip = — i T8an3 1 326n2 T564n 1360
(hos h1) = (—x, X% /4);

Théoréme
n aix ~ —
1+ JCio % Lo = val(H,) = o[ &= [Hy=h,? 15/17




Preuve (convergence)

A partir de :
(Ho, H1, Ha, H3) = . ..

)

Hoya = Hoys + - Hogo + (an142n43)x*Hng1 + -+ - Ho

ol

—n?ap + napy1 + n(n+3)ans =0 (a0, a1, a2) = (17*%7
Montrons val(Hp,) — oo.
n— oo

2 2
2n +13n+21)x B2 n+4)x hpyq
P Devinett H Hag) : ~» hpyp = — ( las
evinette sur (Mo, -, Hag) = ~ hni2 8n% 8413 +328n2+564n+360

(ho, h1) = (—x,x?/4);

P Preuve (conditions initiales) : (hg, . ., h3) = (Ho, - ., H3)

> Preuve (hérédité) : hy, vérifie la récurrence pour H,?

2
Zn = — hnpa + bz + - hpyo + (anaani3)x hppr + - - o =07

Théoreme

1+ i & o e = val(H,) 3 00 = H,=h, ?
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Preuve (convergence)

A partir de :

Hnpa = Hnys + - Hoi2 + (an443043)2 Hoy1 + - - - Hy (Ho, Hi, Hp, H) = . ...

—nan + napy1 +n(n+3)ap;0 =0 (a0, a1, a2) = (1, —

)

ol

1
35

Montrons val(Hp,) — oo.
n— oo

(22413 n+21) 52 by +(2 n+4)x hp g
8n%+84n3-+328n2+564n+360

P Devinette sur (Hp, - - - , Hxg) : ~ hpyo = —

(hos h1) = (—x,x*/4);
P Preuve (conditions initiales) : (hg, . ., h3) = (Ho, - ., H3)

> Preuve (hérédité) : hj, vérifie la récurrence pour H,? Ouil

2
zn = — hppa+ b3+ Bnio +(ania ane3)x” hppi+- - hn =07.
N N N~ S~ N~
rec rec rec rec rec rec rec
rec grosse

récurrence énorme (>10 min)

Théoreme

1+]C7:0% o exp < val(H,) T 00 = H,=h, V O
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Preuve (convergence)

A partir de :

Hoya = Hoys + - Hogo + (an142n43)x*Hng1 + -+ - Ho (Ho, H1, Ha, H3) = . ..

—n?ap + napy1 + n(n+3)ans =0 (a0, a1, a2) = (17*%7

)

ol

Montrons val(Hp,) — oo.
n— oo

2 2
202413 n+21)x hn+(2 n+4)x hyy g
> i : - ( nt+
Devinette sur (Hp, . - ., H9) : ~ hpy2 8n% 18403 +328n2 156401360 s
(ho, h1) = (—=x, x°/4);
Preuve (conditions initiales) : (hg, ..., h3) = (Hp, ..., H3)

Preuve (hérédité) : hj, vérifie la récurrence pour H,? Ouil (et rapidement,

avec réduction d’ordre systématique).

2
Zn = = hnpathops+ - hnpo +(anss an3)x” hopr 4o hn =07
N N N~ N~
rec rec rec rec rec rec rec

rec grosse moyenne

récurrence énorme (> 10 min) raisonnable (<3 s)

Théoreme

1+ o2 — exp <= val(H,) — co<= H,=h, ¥ O
n— oo

n—o00
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Démonstration (2)
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Conclusion

» Des formules connues, (parfois d’Euler, Lagrange et Gauss)
> obtenues et prouvées par des calculs,

> totalement automatiques,
» et directs (vérification),

17/17



Conclusion

>

>

Des formules connues, (parfois d’Euler, Lagrange et Gauss)
obtenues et prouvées par des calculs,

> totalement automatiques,
» et directs (vérification),

réactifs, (pour le DDMF)

qui couvrent de nombreux cas.
exp(x), In(1 + x), arctan(x), tan(x), fonctions de Bessel J,,(x), d'Airy Ai(x), d'erreur erf(x).
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» Des formules connues, (parfois d’Euler, Lagrange et Gauss)
> obtenues et prouvées par des calculs,

> totalement automatiques,
» et directs (vérification),

> réactifs, (pour le DDMF)

> qui couvrent de nombreux cas.
exp(x), In(1 + x), arctan(x), tan(x), fonctions de Bessel J,,(x), d'Airy Ai(x), d'erreur erf(x).

> Perspectives :

» élargir la classe des formules capturées? (impossible?)
» étudier automatiquement la convergence numérique;
(domaine, vitesse)
produire des procédures d'évaluation certifiées;
> et étudier leur complexité.
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Conclusion

>

>

Des formules connues, (parfois d’Euler, Lagrange et Gauss)
obtenues et prouvées par des calculs,

> totalement automatiques,
» et directs (vérification),

réactifs, (pour le DDMF)

qui couvrent de nombreux cas.
exp(x), In(1 + x), arctan(x), tan(x), fonctions de Bessel J,,(x), d'Airy Ai(x), d'erreur erf(x).

Perspectives :

» élargir la classe des formules capturées? (impossible?)
» étudier automatiquement la convergence numérique;

(domaine, vitesse)
» produire des procédures d'évaluation certifiées;
> et étudier leur complexité.

Merci!
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