
>  >  

(1.4)(1.4)
>  >  

>  >  

>  >  

>  >  

(1.5)(1.5)

>  >  

>  >  

(1.3)(1.3)

(1.2)(1.2)

(1.1)(1.1)

>  >  

r e s t a r t :

Coefficient in a polynomial
w i t h ( g f u n ) :

P  : =  ( 1 + t ) ^ 1 0 0 0 0  *  ( 1 + t  +  t ^ 3 ) ^ 6 0 0 0 0 ;

f a c t o r ( d i f f ( P ,  t ) / P ) ;

d i f f e q  : =  { d i f f ( y ( t ) ,  t )  -  % * y ( t ) ,  y ( 0 ) = 1 } ;

r e c  : =  d i f f e q t o r e c ( d i f f e q ,  y ( t ) ,  u ( n ) ) ;  

p r  : =  r e c t o p r o c ( r e c ,  u ( n ) ) :

p r ( 1 0 0 0 ) ;
28669846942057747534032313545844244597209642473669210074390115\

391298482685948797211189416987871099934083962946301611995550\

708758563846437330547662716745159403209679781245074315000711\

643901195334342443817755200385182092779577335775856786677852\

972689060650347987653565872225557617050867043475724077431676\

278534270486244172371836318085579097440080947784531244472304\

346306926042446018346351350994681010947986514688712444886413\

769999019898692826358473448748080181390139139041190791670180\

226808344719976936469001255657424299565948752384317901585501\

335011686313830036558021373020352679051755760248879543627816\

020018651403331106707366103380529247973374312361488426938582\

429909288890000680704211065226803702336789129529430383961244\

003316939659441437051822954015070742057887802042154836467231\

813146306176425709525821152216746548728883484526292683312801\

988344994196533692058431472062985699913412554823448431793849\



>  >  

(1.5)(1.5)

(1.6)(1.6)

>  >  

525176846207285615742722790556768050013031243064920878757570\

036988652963532212313507417166347313204129363919478408712079\

553327838069172082225611340297242087061649177657642228045018\

564861226882696028300087749939559310072872422122335473858843\

018374929655728892339131759453227065657269247708133165665591\

243065576412919020371341512972196629784923290717692140291535\

080820538485210701499512266113018198950536054355551857263686\

118226269896226034174765239298829163747603339560659753104978\

178144854163504329862287022806782910084170938201563646896931\

047571456545594892637928386954914442382484320342946396202914\

724688363383917271328139602193871883652389540440622489452861\

725894248887627428904186676538733387079996144739284202348050\

249910693100537258506431729763475508753444489314265149025653\

650393296292994619271220433266020791051318177354662949062018\

764197282357647662908462718818643689826602061681912719364095\

741780612685670367049592304706494937312148348513237882863018\

243256321303443086219302402134296481738527464554870309357445\

194978340994751255035206526398493828530704504319937376217987\

452029459251949258306916950583237064002052501195989405748720\

884867959240321299467773047371970010454814599990502494587696\

097625287143027150090197853789986626802200241034537182344341\

070168798599421663408798912584151871284118597178245761057456\

44104348837065065593481966408128730048627023051338980

#  coe f f (expand(P ) ,  t ,  1000 ) ;  #  ARGH! !

c o e f f ( s e r i e s ( P ,  t ,  1 0 0 1 ) , t ,  1 0 0 0 ) ;   #  O K ,  b u t  s l o w
28669846942057747534032313545844244597209642473669210074390115\

391298482685948797211189416987871099934083962946301611995550\

708758563846437330547662716745159403209679781245074315000711\

643901195334342443817755200385182092779577335775856786677852\

972689060650347987653565872225557617050867043475724077431676\

278534270486244172371836318085579097440080947784531244472304\

346306926042446018346351350994681010947986514688712444886413\

769999019898692826358473448748080181390139139041190791670180\

226808344719976936469001255657424299565948752384317901585501\

335011686313830036558021373020352679051755760248879543627816\

020018651403331106707366103380529247973374312361488426938582\

429909288890000680704211065226803702336789129529430383961244\



(2.2)(2.2)

(2.1)(2.1)

>  >  

(1.5)(1.5)

(1.6)(1.6)

>  >  

>  >  

003316939659441437051822954015070742057887802042154836467231\

813146306176425709525821152216746548728883484526292683312801\

988344994196533692058431472062985699913412554823448431793849\

525176846207285615742722790556768050013031243064920878757570\

036988652963532212313507417166347313204129363919478408712079\

553327838069172082225611340297242087061649177657642228045018\

564861226882696028300087749939559310072872422122335473858843\

018374929655728892339131759453227065657269247708133165665591\

243065576412919020371341512972196629784923290717692140291535\

080820538485210701499512266113018198950536054355551857263686\

118226269896226034174765239298829163747603339560659753104978\

178144854163504329862287022806782910084170938201563646896931\

047571456545594892637928386954914442382484320342946396202914\

724688363383917271328139602193871883652389540440622489452861\

725894248887627428904186676538733387079996144739284202348050\

249910693100537258506431729763475508753444489314265149025653\

650393296292994619271220433266020791051318177354662949062018\

764197282357647662908462718818643689826602061681912719364095\

741780612685670367049592304706494937312148348513237882863018\

243256321303443086219302402134296481738527464554870309357445\

194978340994751255035206526398493828530704504319937376217987\

452029459251949258306916950583237064002052501195989405748720\

884867959240321299467773047371970010454814599990502494587696\

097625287143027150090197853789986626802200241034537182344341\

070168798599421663408798912584151871284118597178245761057456\

44104348837065065593481966408128730048627023051338980

Motzkin numbers
w i t h ( g f u n ) :

a l g e q  : =  e l i m i n a t e ( { K  =  t ^ 2 * M + t ,  M  =  K * M + 1 } ,  K ) [ 2 , 1 ] ;

d i f feq  :=  a lgeqtodi f feq(a lgeq,  M( t ) ,  homogeneous=true) ;



(3.1)(3.1)

(2.3)(2.3)

(2.2)(2.2)

(3.2)(3.2)

(1.5)(1.5)

>  >  

>  >  

(1.6)(1.6)

>  >  

>  >  

(3.3)(3.3)

r e c  : =  d i f f e q t o r e c ( d i f f e q ,  M ( t ) ,  u ( n ) ) ;

Guessing

L  : =  [ s e q ( a d d ( b i n o m i a l ( n , k ) ^ 3 ,  k = 0 . . n ) ,  n = 0 . . 1 2 ) ] ;

f  : =  a d d ( L [ i + 1 ] * t ^ i ,  i = 0 . . n o p s ( L ) - 1 ) ;

a d d ( a d d ( a [ i , j ] * t ^ i * ` i f ` ( j  >  0 ,  t ^ j * d i f f ( f ,  t $ j ) ,  f ) ,  i = 0 . . 2 ) ,  j =
0 . . 2 ) ;



>  >  

(2.2)(2.2)

(3.4)(3.4)

(1.5)(1.5)

(1.6)(1.6)

(3.3)(3.3)

s e r i e s ( % ,  t ,  1 3 ) ;



>  >  

>  >  

(3.7)(3.7)

>  >  

(2.2)(2.2)

(3.5)(3.5)

(3.4)(3.4)

(1.5)(1.5)

(1.6)(1.6)

(3.6)(3.6)

(3.3)(3.3)

e q s  : =  [ s e q ( c o e f f ( % ,  t ,  i ) ,  i = 0 . . 1 2 ) ] ;

so lve(%);

s u b s ( % ,  a d d ( a d d ( a [ i , j ] * t ^ ( i + j ) * D ^ j ,  i = 0 . . 2 ) ,  j = 0 . . 2 ) ) ;



>  >  

(3.7)(3.7)

(2.2)(2.2)

(3.11)(3.11)

>  >  

(3.4)(3.4)

>  >  

(3.9)(3.9)

(1.5)(1.5)

(3.10)(3.10)

(1.6)(1.6)

>  >  

(3.3)(3.3)

(3.8)(3.8)

c o l l e c t ( % ,  D ,  f a c t o r ) ;

Impemented in gfun
l i s t t o d i f f e q ( L ,  y ( t ) ) [ 1 ] ;

rec := SumTools[Hypergeometric][ZeilbergerRecurrence](binomial(n,
k ) ^ 3 ,  n ,  k ,  u ,  0 . . n ) ;

r e c t o d i f f e q ( { r e c ,  u ( 0 ) = 1 ,  u ( 1 ) = 2 } ,  u ( n ) ,  y ( t ) ) ;


