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Résumé

Une grande classe de fonctions spéciales et de suites combinatoires d’entiers qui sont représentées sous forme
implicite par des systéemes d’équations fonctionnelles linéaires est sujette & un traitement par des méthodes
de calcul formel. Les applications en sont la simplification d’expressions en termes de fonctions et suites spé-
ciales, I’évaluation d’intégrales et de sommes paramétrées, les développements en série et asymptotiques, et
la preuve automatique d’identités. La classe considérée jouit de nombreuses propriétés de cloture qui ont été
étudiée depuis le début des années 1990 et qui ont récemment été transcrites en algorithmes. L’approche est
la suivante. Pour prendre en compte un type d’opérateurs linéaires généraux, une classe d’algebres de poly-
némes multivariés non commutatifs est introduite, a savoir les algebres de Ore. Dans ce cadre, les fonctions
spéciales et les suites combinatoires sont vues comme les zéros d’idéaux a gauche particuliers des algebres de
Ore. Des algorithmes pour la manipulation des fonctions et suites spéciales font alors appel a de 1’élimination
polynomiale dans ces algebres d’opérateurs linéaires, pour lesquels des méthodes de bases de Grobner non
commutatives ont été developpées.

Abstract

A large class of special functions and integer combinatorial sequences that are implicitly represented by
systems of linear functional equations is amenable to computer algebra methods. Applications are the simpli-
fication of expressions in special functions and sequences, the evaluation of parametrized integrals and sums,
series and asymptotic expansions, and the automatic proof of identities. The class under consideration enjoys
numerous closure properties that have been studied since the beginning of the 1990’s and recently been turned
into algorithms. The approach is as follows In order to accomodate linear operators of a general type, like
linear differential and linear finite difference operators, a class of algebras of multivariate skew polynomials
is introduced, namely Ore algebras. In this framework, special functions and combinatorial sequences are
viewed as the zeroes of special left ideals in Ore algebras. Algorithms to manipulate special functions and
sequences then appeal to polynomial elimination in those algebras of linear operators, for which methods of
non-commutative Grébner bases have been developed.

Notations P,(z) polynomes orthogonaux de Legendre
Ci(z) cosinus intégral [ <=t dt P*®)(z) polynomes orthogonaux de Jacobi
F,, nombres de Fibonacci T,(z) polynémes orthogonaux de Tchebychev
H, nombres harmoniques Y ,_, % Jn(z) fonctions de Bessel de premiére espece
H,(z) polynémes orthogonaux de Hermite Y. (z) fonctions de Bessel de seconde espéce



fonctions de Bessel modifiée de premiere

espece
K,(z) fonctions de Bessel modifiée de seconde
espece
(z;q)n  symbole de Pochhammer [];— (1 — ¢*z)
rn(a,b;q) polynomes g-orthogonaux de Rogers-
Szegd
E(k) intégrale elliptique compléte de premiére
espece
K (k) intégrale elliptique compléte de seconde
espece
((s) fonction zéta de Riemann }: -, n"*
Introduction

Un grand nombre de suites et de fonctions interve-
nant dans des domaines variés des mathématiques,
de la physique mathématique et des sciences de
Iingénieur sont régies par des équations fonction-
nelles linéaires. Au début des années 1990, Zeilberger
a introduit un cadre mathématique adapté a 1’étude
d’une large classe d’objets de ce type, les fonctions
holonomes [1]. Il s’agit 14 de fonctions d’une ou de plu-
sieurs variables qui sont solutions de systemes d’équa-
tions différentielles ou de récurrence linéaires a co-
efficients polynomiaux et qui vérifient une propriété
d’élimination donnant lieu entre autres applications a
des algorithmes symboliques pour le calcul de sommes
et d’intégrales paramétrées.

Par ailleurs, nous avons avec Salvy introduit un
cadre dual et complémentaire de fonctions solutions
de systémes fonctionnels linéaires et qui vérifient une
propriété de finitude, les fonctions 0-finies [2, 3]. De
par cette propriété, les fonctions O-finies se trouvent
completement déterminées par un nombre fini d’équa-
tions et par un nombre fini de conditions initiales.
Les calculs sur ces objets sont encore effectifs et leurs
propriétés essentielles décidables. En particulier, des
propriétés de clotures des fonctions O-finies par ad-
dition, multiplication et quelques types de substitu-
tions rendent possible la construction d’équations vé-
rifiée par une fonction & partir des systémes d’équa-
tions connues pour des fonctions plus simples, tous
les calculs ayant lieu dans des espaces vectoriels de
dimension finie. Ce procédé permet la simplification
algorithmique par le calcul formel d’expressions en
termes de suites et fonctions spéciales, ainsi que leur

test d’équivalence (test & zéro). L’emploi conjugué des
deux types de méthodes — la méthode holonome et
la méthode O-finie — permet la preuve et le calcul
automatique d’identités sommatoires et intégrales.

Les sources de problemes qui, dans leur modéli-
sation, font intervenir des identités entre suites ou
fonctions holonomes ou O-finies sont multiples: la
combinatoire, qui fournit des problemes de nature ré-
cursive et avec des contraintes d’ordre ; de nombreux
problémes physiques, notamment ceux a symétrie cy-
lindrique ou sphérique; la physique statistique, ainsi
que les problemes de g-calcul et I’analyse d’algo-
rithmes du type < diviser pour régner ». L’étude des
fonctions holonomes et des fonctions O-finies est d’au-
tant plus motivée par la fréquence élevée de leur in-
tervention en combinatoire et en théorie des fonctions
spéciales. A ce titre, plus de 70% des suites et fonc-
tions du formulaire édité par Abramovitz and Ste-
gun [4], plus d’un quart des suites de I’Encyclopedia
of Integer Sequences par Sloane et Plouffe [5, 6], ou
encore la moitié des suites et fonctions traitées dans
le Bateman Project A’Erdélyi [7] sont & la fois holo-
nomes et O-finies.

Un cas particulier est celui d’une seule variable, ou
les concepts d’holonomie et de J-finitude coincident.
Les équations linéaires obtenues par les opérations de
cloture peuvent alors étre exploitées par de nombreux
algorithmes. Par exemple, on obtient un calcul effi-
cace de développements en série de fonctions holono-
mes univariées ou d’estimateurs asymptotiques pour
des objets en liaison avec des fonctions ou suites ho-
lonomes. Pour les fonctions algébriques, la recherche
d’un opérateur différentiel annulateur est le meilleur
algorithme connu de calcul de développement en série
a ordre élévé. Dans ce cadre univarié, la bibliotheque
Gfun [8] pour le logiciel de calcul formel Maple four-
nit des procédures pour la construction d’opérateurs
différentiels ou de récurrence vérifiés par des suites
ou fonctions holonomes. Il permet la preuve d’iden-
tités mathématiques, telle par exemple 'identité de
Cassini sur les nombres de Fibonacci

Fn+2Fn - Fr%+1 = (_l)n

Pour la preuve automatique, on calcule une équation
de récurrence satisfaite par le membre gauche a partir
de ’équation

Fn+2:Fn+1+Fn

vérifiée par les nombres de Fibonacci. Le type de
preuve pour lequel Gfun fournit des outils consiste :



Opérateur 0 o(a) 6(a) Commutation Action de 0
dérivation a(zx) a'(z) Or=x0+1 f(z) — f'(z)
décalage a(z + 1) 0 Oz = (z+1)0 f(x)— f(z+1)
différence finie a(z+1) a(z+1l)—alz) Ox=(x+1)0+1 f@)— f(z+1)— f(z)
g-dilatation a(gqx) 0 Ox = qz0 f(z) — f(qz)
g-différence continue a(qz) a(qz) — a(x) Ox=qrd+ (¢— 1)z f(z)— flgz) — f(z)
g-dérivation a(gz) % Or = qzd +1 f(z) — %
g-décalage a(qx) Oz = qu0 f(n)— f(n+1) z=q"
g-différence discrete a(qz) a(qz) — q(z) Ox=qrd+ (¢g— 1)z f(n)— f(n+1)—f(n) z=4q"
opérateur d’Euler a(z) za'(z) Or=z0+= f(z) — zf'(z)
e’-dérivation a(z) za' (z) Ox=z0+x Ft) — f'(t) z=¢
opérateur de Mahler a(zP) 0 Ox = x2Pd f(z) — f(zP) p>2
opérateur de Frobenius a(z?) 0 Ox = 2?0 f(z) — f(z)? p>2
différence divisée a(§) %:Z(E) or=£0+1 f(z) — f(“’;:éc(g) ek

Tableau 1: Exemples de polynémes tordus

e 3 récrire les décalées successives du membre
gauche h,, en fonction d’un nombre fini de fonc-
tions de base, ici F, et F,41:

hn = FpioF, — F2 4
:Fﬁ"'FnFnJrl—FﬁJru
hnt1 = Frpy + Fog1Fgo — Fipo
= Fn2+1 — Fop1Fn — F,f;

e & chercher des combinaisons linéaires entre ces
formes réduites. Ici, on obtient hp11 = —hy.

11 ne reste plus alors qu’a s’assurer que (—1)" véri-
fie aussi cette récurrence en montrant qu’un nombre
(fini) de conditions initiales coincident (ici 1).

Ce type de calculs s’étend aux suites et fonctions
O-finies de plusieurs variables et constitue un pre-
mier volet de notre étude. Mais le cas des fonc-
tions holonomes de plusieurs variables permet des
opérations plus intéressantes. En effet, le caractere
holonome se préserve par spécialisation, par somma-
tion et intégration définie et indéfinie, par calcul de
séries génératrices et prise de coefficients, par dia-
gonalisation de séries. La théorie et ’algorithmique
correspondantes sont cependant plus difficiles. Wilf
and Zeilberger [9] ont donné des algorithmes efficaces
pour certaines de ces opérations dans les cas hyper-
géométrique, hyperexponentiel et q-hypergéométrique,
aujourd’hui bien décrits dans le livre [10]. Les suites
et fonctions manipulées sont alors annulés par des
équations linéaires d’ordre 1, de récurrence, différen-
tielles ou de g-récurrence. Takayama [11, 12] a em-

ployé des calculs de bases de Grébner d’idéaux d’opé-
rateurs différentiels, de différence et de g-différence
pour l'algorithmisation du cas holonome général. Il
a, au moins partiellement, implanté la méthode dans
ses programmes Kan et Macaulay for D-modules.

Comme 1’a démontré la bibliotheque Gfun dans
le cas d'une seule variable, la manipulation d’é-
quations linéaires fonctionnelles, différentielles ou de
récurrences, a grandement profité de la similitude de
forme entre les divers algorithmes ainsi que de I'utili-
sation du cadre algébrique des polynémes tordus [13].
Ces derniers sont une représentation polynomiale des
opérateurs linéaires par des polynémes non commu-
tatifs en une indéterminée O et a coefficients dans
une algebre A sur un corps K — le plus souvent, un
anneau de polyndémes K[z] ou un corps de fractions
rationnelles K(z) — et régis par une régle de commu-
tation du type

O0a = o(a)d + 6(a)

pour a dans A. Pour la définition d’une algebre asso-
ciative, on impose ici que o soit un endomorphisme
de 'anneau A et que ¢ soit une o-dérivation, c’est-a-
dire un endomorphisme de ’espace vectoriel A sur K
agissant sur les produits par la regle de Leibniz tordue

6(ab) = o(a)é(b) + 6(a)b.

Cette regle étend le cas des dérivations, obtenues
quand o est l'identité, celui des opérateurs a différen-
ces, obtenus lorsque § = o—1 (ou 1 désigne I'identité),
et celui des polynémes commutatifs usuels, lorsque



o =1et 6 = 0. La Table 1 donne une liste d’exemples
importants pour lesquels O s’interpréte comme un
opérateur classique. Dans tous ces exemples, ’alge-
bre en question peut étre vue comme l’algebre asso-
ciative K(z, 0; 0z — o(x)0 — 6(x)) donnée par géné-
rateurs et relations. L’objet ¢ de certaines commu-
tations de la table est un élément fixé de l'anneau
de coefficients K; il est supposé non nul et autre
qu’une racine de 'unité. L’action correspondante sur
une fonction ou suite f est aussi indiquée dans la
table. Dans les applications, nous considererons sou-
vent aussi l’algebre

K(z) ®xp.) Kz, 0; 0z — o(z)d — 6(x))

obtenue par extension des coefficients au corps des
fractions rationnelles.

Le but essentiel de ce travail est de fournir des algo-
rithmes pour ’holonomie multivariée. En particulier,
nos algorithmes [14] visent aux calcul automatique, et
sans indication préalable, des membres droits d’iden-
tités telles que celles données en appendice. Plus
précisément, il s’agit dans le cas de sommations ou
intégrations indéfinies d’algorithmes de représenta-
tion du membre droit comme combinaison linéaire
des dérivées ou décalées du sommant ou intégrant
au membre gauche, alors que dans le cas défini des
algorithmes nouveaux produisent un opérateur liné-
aire ou un systeme d’opérateurs linéaires annulant le
membre droit. A partir de cette description impli-
cite, la solution est identifiée par ’algorithme de Pet-
kovsek [15] dans le cas de récurrences, par sa variante
du g-calcul [16, 17] dans le cas de g-récurrences, ou
par des algorithmes propre au cas différentiel [18, 19].
Ce type de calculs permet en particulier la preuve
automatique d’identités comme ’identité en sommes
multiples (iii) reliée & la preuve d’Apéry de lirra-
tionalité de ((3), ou comme l'intégrale double (xiii)
(voir 'appendice).

Le point fort des méthodes holonome et 0-finie est
de renoncer & un calcul sur les <« formes closes >,
c’est-a-dire explicites, et de s’appuyer fondamentale-
ment sur les formes implicites que sont les systémes
linéaires. En effet, c’est bien la limitation des syste-
mes de calcul formels actuels aux formes closes qui
explique leur échec en général dans la manipulation
des suites et fonctions spéciales et dans la somma-
tion et I'intégration paramétrées. Dans notre cas, bien
plus que la recherche de formes closes, I'objectif est
de pouvoir continuer a calculer avec la représenta-
tion implicite des objets O-finis et holonomes méme
en l'absence de formes explicites.

L’angle d’attaque est celui des algébres de Ore,
une généralisation multivariée adéquate des polyno-
mes tordus permettant une élimination polynomiale
non commutative par bases de Grobner ou par une
version tordue de I’algorithme d’Euclide [2]. Tout ceci
est implanté dans la bibliotheque Mgfun de I'auteur,
disponible & ’adresse réticulaire

http://algo.inria.fr/chyzak/mgfun.html,

et écrit pour le systeme Maple. Grace a cette im-
plantation, la démonstration de chacune des identi-
tés mentionnées plus haut ne requiert pas plus de
quelques minutes de calcul sur machine. La méthode
holonome a ainsi permis de donner la premiere preuve
automatique d’identités jusqu’a présent inaccessibles
par le calcul formel et parfois de retrouver des ré-
sultats de recherches récentes. Elle a aussi ouvert la
voie a la recherche de nouvelles identités, par exemple
en proposant de démontrer une identité tout d’abord
conjecturée.

1 Algebres de Ore et fonctions
O-finies

Les algébres de Ore sont une représentation polyno-
miale unifiée des algebres d’opérateurs linéaires qui
généralisent les algebres d’opérateurs différentiels et
de différence finie. Le caractére polynomial de cette
représentation sera a la base des méthodes de bases de
Grobner dans les sections suivantes. Nous en rappe-
lons la définition tirée de [2, 3|. Soient K un corps
commutatif et A une algebre sur K. Nous appellons
I’anneau de polynémes tordus

A[al;alaél] o [87‘; Or, 67“]

une algébre de Ore sur K, notée A[@; o, 8], lorsque les
o; et 6; commutent pour 1 < ¢, j < r avec i # j,
et vérifient 0;(9;) = 9;, 6;(0;) = 0 pour ¢ > j. De
plus, nous convenons de dire que ’algebre de Ore est
polynomiale et de la noter K[x|[@; o, 6] lorsque A est
un anneau de polynémes commutatifs K[zy, ..., z].
De méme, le cas d’une algebre de Ore Q(x)[0; 0, 8]
est pris en compte par A = Q(x) et K= Q.
Remarquons que cette définition n’exige ni que
A soit commutative, ni que les éléments de A commu-
tent avec les 0;. Pour des raisons de commodité, nous
désignerons tres souvent dans les applications une al-
gebre de Ore A[@; o, 6] par la notation itérée d’un an-
neau de polynomes tordus A[0;;01,61] - [Or; 0, 6y



sans plus préciser les conditions qui permettent la
commutation entre les 0;.

Les exemples d’opérateurs donnés en Table 1 peu-
vent maintenant étre combinés dans des algebres dans
lesquelles chaque opérateur agit sur des variables
différentes ou non. Par exemple, les polynomes de Ja-
cobi P\ (z) peuvent étre décrits dans ’algébre

A[Sa; Saa 0] [Sﬁ; Sﬁao] [Sn; Sna 0][Dm ]-aDac]

sur le corps A = Q(a, 8, n, z) par un systéme d’équa-
tions linéaires différentielles en = et de récurrence
en a, 0 et n.

Des exemples plus compliqués interviennent quand
un des 0; suit une regle de commutation avec plu-
sieurs des variables x;. Par exemple dans l’algebre
Q(n, g, q")[Sr(Lq); Sflq), 0], opérateur de g-décalage vé-
rifie la commutation

SWn'(q") = ¢’ (n +1)"(¢")' S

Considérons maintenant une algebre de Ore a co-
efficients dans un corps de fractions rationnelles,

0 =K(z1,...,zp)[0;0,0].

Une fonction est 0-finie par rapport & @ quand ses
< dérivées généralisées >

8% f=0M...90 . f

avec o; € N pour ¢ = 1,...,r engendrent un espace
vectoriel de dimension finie sur K(z1,...,zp). Notons
que dans cette définition, le symbole <« d > n’a au-
cune relation avec les 9; qui engendrent effectivement
Palgebre. Des exemples de fonctions J-finies dans le
cas univarié comprennent les séries et suites hyper-
géométriques ainsi que les solutions de récurrences
et équations différentielles linéaires. En plusieurs va-
riables, il devient nécessaire de préciser les opérateurs
par rapport auxquels on considére la 0-finitude; par
exemple, toutes les suites de polynémes orthogonaux
sont 0-finies par rapport au décalage en leur indice et
a la dérivation en leur argument. Comme on le verra
plus loin, toutes les suites et fonctions holonomes sont
O-finies. Les propriétés de cloture par somme, produit
et action des 0; se généralisent a ce contexte [2, 3].

2 Idéaux annulateurs et élimi-
nation polynomiale
La définition d’une fonction O-finie f exprime que

le module m = O - f est un espace vectoriel de di-
mension finie sur K(z1,...,2p); il admet donc une

base finie. Dans la suite, nous utiliserons souvent la
décomposition

m= P Kx)d*- f

acA

pour un ensemble fini A de multi-indices; celle-ci
est bien adaptée aux calculs envisagés. Désignons
par Ann f l'idéal & gauche constitué des éléments
de O qui annulent f, et appelé idéal annulateur de f;
alors le quotient O/ Ann f est isomorphe & m, ce
qui fournit une définition purement algébrique de
la O-finitude ne faisant pas appel aux fonctions. Un
idéal a de O est ainsi appelé 0-fini quand Q/a est un
espace vectoriel de dimension finie sur K(x).

La plupart des algorithmes manipulant les fonc-
tions O-finies peuvent étre vus comme réalisant une
élimination polynomiale dans I’idéal annulateur des
fonctions a caractériser. L’exemple suivant des poly-
noémes orthogonaux de Legendre P,(z) illustre une
utilisation simple de I’élimination. Vus comme fonc-
tion P de (n,z), ces polynémes sont annulés par
le systeme d’opérateurs linéaires différentiels et de
récurrence classiques suivant [7], ou D, représente
une dérivation et S, un décalage:

(1—2%)D? — 22D, +n(n + 1),
(n+2)S2 — (2n + 3)xS, + (n + 1),
(1 —2*)DySy + (n+1)zS, — (n+1).

Ce systeme est redondant: chacune de ces rela-
tions peut étre déduite des deux autres. Nous mon-
trons comment Mgfun est aisément utilisé pour prou-
ver (1b) a partir de (1a) et (1c). Le calcul consiste
a définir ’algebre de Ore appropriée, un ordre de
termes approprié sur les variables, et, comme on le
ferait dans le case commutatif, & calculer ensuite une
base de Grobner par rapport a cet ordre.

with(Ore_algebra):
A:=skew_algebra(diff=[Dx,x],
shift=[Sn,n]):
with(Groebner) :
T:=termorder(A,plex(Dx,Sn)):
DE:=(1-x"2) *Dx~2-2*x*Dx+n* (n+1) :
RDE:=(1-x"2)*Dx*Sn+ (n+1) *x*Sn—(n+1) :
map (collect,gbasis([DE,RDE],T),
Sn,factor);

[(n+2)S2 — 2(2n+3)S, +n + 1,
(-n—1)S, +xn — D, + 2D, + z]



L’opérateur (1b) & calculer apparait comme premier
élément de cette base. Le méme résultat s’obtient par
application & (la) et (1c) de l’algorithme d’Euclide
tordu, soit en syntaxe Mgfun:

RE:=skew_elim(DE,RDE,Dx,A);

3 Propriétés de clotures des

fonctions O-finies

Ce qui rend les fonctions O-finies si agréables est qu’il
est possible de les manipuler sans référence a aucune
« forme close >, c’est-a-dire sans en connaitre aucune
expression explicite. La plupart des calculs peuvent
en effet se réaliser directement sur des systemes de
générateurs de leurs idéaux annulateurs. En particu-
lier, des descriptions pour la somme et le produit de
fonctions 0 peuvent étre obtenues de cette fagon.

En une variable, Panneau K(z)[0;0,6] est eucli-
dien, donc principal [13]. Il est ainsi possible de mani-
puler les fonctions J-finies univariées tout comme on
manipule les nombres algébriques, en utilisant 1’algo-
rithme d’Euclide pour calculer des formes normales
dans 'espace vectoriel engendré par 1,0,02,...,0% !
ou d est le degré d’un opérateur jouant le role de
polynéme minimal. A leur tour, ces formes normales
sont utilisées pour calculer des opérateurs annula-
teurs pour la somme ou le produit, en calculant dans
un espace vectoriel de dimension finie adéquat et en
y recherchant des dépendances linéaires par élimina-
tion gaussienne. En plusieurs variables, les algebres de
Ore sont noetherienne [20] et une procédure de mise
sous forme normale est fournie par une extension de
I’algorithme de Buchberger pour le calcul de bases de
Grobner [2, 3]. La stratégie de calcul du cas univarié
s’applique encore mais requiert un nouvel ingrédient
technique, 1’algorithme FGLM [21].

3.1 L’algorithme FGLM

Les bases de Grobner déja mentionnées ne sont défi-
nies avec unicité qu’apres choix d’un ordre de termes,
c’est-a-dire d’un ordre sur les produits de puissances
des indéterminées engendrant l’algebre. Dans le cas
d’anneaux de polynémes commutatifs K[x], le besoin
s’est fait sentir de pouvoir calculer efficacement une
base de Grobner pour ordre donné < lorsqu’une base
est déja connue pour un autre ordre. Une solution al-
gorithmique a été donnée par l’algorithme FGLM [21]
dans le cas de systemes algébriques de dimension

z€éro, c’est-a~dire pour des idéaux a C K[x]| tels que
le quotient K[x]/a soit un espace vectoriel de dimen-
sion finie. Ce cas correspond a une variété algébrique
constituée d’un nombre fini de points isolés.

Une adaptation de ’algorithme FGLM a été don-
née dans [2, 3] pour permettre le calcul de la des-
cription d’une fonction O-finie h par rapport & une
algebre de Ore O = K(x)[8; o, 6]. De maniére infor-
melle, la méthode consiste a considerer tous les multi-
indices a dans 'ordre <, & déterminer des dépendan-
ces lindaires entre les formes normalisées des 8%-h et &
s’arréter lorsque toutes les relations possibles ont été
obtenues. Plus précisément, 1’algorithme maintient
un ensemble F de termes 8% restant & considérer,
la base en construction L de Annh et la base R
de O/ Ann h. Le premier est initialisé & {1}, les deux
derniers a {}. A chaque étape, le plus petit élément ¢
de F pour l'ordre =< est extrait de cet ensemble,
puis réduit par une procédure de mise sous forme
normale N qui sera précisée plus bas dans chaque
cadre d’application. Une élimination gaussienne est
alors réalisée pour détecter une éventuelle dépendan-
ce entre N(t) et les éléments de R. Si aucune dépen-
dance linéaire n’est trouvée, N(t) est adjoint & R et
tout les produits 0;t a F. Dans le cas contraire, la re-
lation obtenue est adjointe a L. L’algorithme s’arréte
lorsque F' est vide; il renvoie alors L, qui est une
base de Grobner.

3.2 Somme

Pour deux fonctions 0-finies f et g, inclusion
0% - (f+9)€0-f+0-g

découle de la linéarité des opérateurs. L’espace vecto-
riel O-(f +g) est donc inclus dans un espace vectoriel
de dimension finie et la somme f+g est encore J-finie.

Etant donnés des bases de Grobner pour les deux
idéaux annulateurs Ann f et Anng, une base d’un
idéal 0-fini annulant la somme est obtenu par I'adap-
tation de l'algorithme FGLM en employant la mise
sous forme normale suivante. Les réductions par cha-
cune des deux bases de Grobner mentionnées four-
nissent une procédure Ny de mise sous forme nor-
male dans O/ Ann f et une procédure N, de mise
sous forme normale dans O/ Ann g. Pour chaque 8%,
on forme ainsi la somme formelle Nf(8%) + N,(8%)
dans la somme directe (O/ Ann f) @ (O/ Ann g), qui
est la forme normale utilisée.



3.3 Produit

Le cas du produit est similaire, mais rend nécessai-
re une restriction sur les algebres considérées: nous
supposons que pour chaque i € {1,...,r} il existe
deux polynomes A;(u) et B;(u) & coefficients dans K
tels que o; = A;(0;) et 6; = B;(0;), ou les produits
représentent des compositions, et

((A;i = 1) -w)B; = (B; - w)(A4; — 1)

pour tout w € K(x). Ces contraintes ne sont au-
cune restriction sévere en pratique. Par le méme type
d’arguments que pour la somme, le produit de deux
fonctions O-finies f et g est encore O-fini. En effet,
chaque 8% - (fg) est dans 1’espace vectoriel engendré
par les produits d’un élément de Q- f par un élément
de O-g. Celui-ci est de dimension finie, comme image
surjective du produit tensoriel (O f) ® (0-g) qui est
de dimension finie. Le produit fg est donc O-fini.

Algorithmiquement, on utilise encore 'adaptation
de l'algorithme FGLM indiquée plus haut, en faisant
appel a la forme normale Ny(8%) ® Ny(90%) dans le
produit tensoriel (O/ Ann f) ® (O/ Ann g). Les con-
traintes énoncées plus haut sur les algebres autorisées
ne sont la que pour assurer la correction des calculs
dans le produit tensoriel.

3.4 Généralisation

La méme adaptation de 'algorithme FGLM s’étend
en réalité au calcul direct d'un systeme annulateur de
toute expression polynomiale en des 8% - f; lorsque
sont donnés des systéme définissant les f;. En plus
d’une efficacité accrue, cette approche directe a le
mérite de renvoyer des opérateurs d’ordre inférieur,
facilitant encore la poursuite des calculs.

4 Creative telescoping

La principale raison du succes de la théorie des fonc-
tions holonomes de Zeilberger est la possibilité de leur
appliquer la méthode du creative telescoping: étant
donné un sommant & sommer ou un intégrant a in-
tégrer, la connaissance de polynémes annulateurs vé-
rifiant une certaine propriété d’élimination suffit a
déterminer une équation fonctionnelle linéaire, le cas
échéant un systeme de telles équations, décrivant la
somme ou l'intégrale.
Soit I’algebre de Ore

0 = K(x)[yl[8; o, 6][00; 00, é0]

ou x et y sont respectivement les indéterminées qui
commutent et qui ne commutent pas avec Jgy, et sup-
posons que O agisse sur un espace donné de fonctions
des variables (x,y). Nous nous intéressons & calcu-
ler un « inverse défini 0 gll > sur le domaine 2 et
un < inverse indéfini 0y 1 5. La notation 60_7 §12 doit
ici étre vue comme un symbole unique, ou {2 ne fait
référence & aucun objet mathématique particulier et
n’est présent que pour rappeler la notation fQ utili-
sée pour indiquer une intégration sur un domaine 2.
Pour une fonction f, le <« terme de bord > 60}1160 -f
est aussi noté [f]sq. Encore une fois, la notation entre
crochets et la référence a 02 n’ont pas de significa-
tion formelle précise et ne font que rappeler la nota-
tion analogue dans le cas de l'intégration, ou 0y{2 est
le bord du domaine 2. Dans les applications, I’évalua-
tion de [f]oq correspondra le plus souvent & calculer
récursivement un 8'5,1 plus simple pour un autre opé-
rateur et un autre domaine, ou bien encore une combi-
naison linéaire de spécialisations < aux bords > de €.

Pour permettre une interprétation de 'inverse défi-
ni et de 'inverse indéfini de dy qui comprennent celle
des intégrale et sommation définies et indéfinies, nous
faisons les hypotheéses suivantes:

1. linverse indéfini J, ! est un inverse & gauche dé-
fini & constante pres: 86180 -f=f+keroo;
2. l'inverse défini 0 glz est a valeur dans les con-

stantes : 8080}1] - f=0;

3. lapplication 807’ 51280 est linéaire a valeur dans les
constantes : 80}1280 -f = [floa € ker 0y ;

4. l'inverse indéfini 9, ! et I'inverse défini 9y, & com-
mutent avec les éléments de K(x)[8; o, d].

Considérons une fonction f; la méthode du creat-
we telescoping repose sur l'existence d’un opérateur
annulateur de f de la forme

P(X, 8) +80Q(XaYa 8780)' (2)

Le point clé est que la variable y n’apparait pas dans
les coefficients de P. En évaluant en f et en appli-
quant le 807’ 512, on tire alors:

P(x,8) - (056 - /)(xy)
+[Q(x,y,8,80) - flage (x) = 0.

De fagon similaire, en évaluant (2) en f et appliquant
le 9, !, on obtient

P(x,8)- (9, " - /)(x,y)
+ (Q(x,y,0,0) - f) (x,y) =0.

(3)



L’équation (3) est en général inhomogene, au sens
ol le terme entre crochets n’est en général pas nul.
Cependant dans les applications, le modele du calcul
et Palgorithmique utilisée différent sensiblement selon
que ’équation correspondante est effectivement ho-
mogene ou non. Un cas particulier important est ce-
lui ot Pon peut prédire la nullité de [@ - f]g, o et donc
prévoir I’homogénéité. Plusieurs algorithmes spécia-
lisés existent pour ce cas dit < @ bornes naturelles >.

4.1 Meéthode d’élimination naive

Le développement précédent reste valable si I’on res-
treint la forme de (2) en imposant que y n’apparaisse
plus non plus dans ). Cette forme, étant plus con-
trainte, a tendance & fournir des équations (3) d’ordre
plus élévé. Les calculs ont aussi tendance a étre moins
rapides, mais I’algorithmique qui en découle est plus
élémentaire, ce pourquoi nous commengons par elle.
Soit en effet un idéal a de l'algebre de Ore O,
par exemple 'idéal annulateur d’une fonction f. Tout
élément de a qui ne fait pas intervenir y fournit une
paire (P, Q) telle que P+ 9yQ soit la forme restreinte
recherchée. Il s’agit donc de déterminer 'idéal

b=an K[XHB;O’,&][&);O'(),(S()],

résultat de D’élimination polynomiale de y. Algori-
thmiquement, il suffit de calculer une base de Grébner
pour un ordre de termes éliminant les y: sous des
conditions peu restrictives sur les o; et §;, les alge-
bres de Ore sont noetheriennes et une extension de
I’algorithme de Buchberger peut étre employée pour
le calcul (d’une généralisation non commutative) de
bases de Grébner.

L’idée précédente fournit un premier algorithme
naif pour le creative telescoping, qui peut ainsi se
réaliser automatiquement par de I’élimination poly-
nomiale non commutative. Nous développons main-
tenant deux exemples de tels calculs.

4.2 Calcul automatique de sommes et
intégrales paramétrées

L’approche par opérateurs s’applique sans probleme a
des systemes linéaires mixtes différentiels et aux diffé-
rences. A titre d’exemple, nous calculons par creative
telescoping un systeme d’équations différentielles li-
néaires vérifiées par la fonction génératrice des poly-
noémes orthogonaux de Legendre

F(z,y) = Y Pu(x)y™

n>0

Vus comme fonction P de (n,z), ces polyndmes
sont annulés par le systéme (1). Les étapes a réaliser
sont les suivantes:

1. création de l'algebre de Ore. Ici, x = (z,y)
ety=mn:

@:QW%MWM&ﬂWMLDAwyLQM

2. détermination d’opérateurs annulant le produit
P,(z)y™ dans O;

3. élimination de y = n de l'idéal engendré par les
polynémes (1);

4. division a gauche par S, — 1, qui joue le role

de 80.

Pour ce dernier point, notons que cet exemple tombe
dans le cas homogene ou seul est a calculer le poly-
néme P de (2).

La session Mgfun correspondante est la suivante :

with(Ore_algebra):
A_rat:=skew_algebra(diff=[Dx,x],
diff=[Dy,y],shift=[Sn,n]):

Ceci exprime une algebre de dérivations par rapports
aux deux variables = et y et un opérateur de décala-
ge par rapport a n. En introduisant les trois opéra-
teurs (1a), (1b) et (1c), les fonctions P, (z) et y™ sont
maintenant décrites par:

DE:=(1-x"2)*Dx"~2-2*x*Dx+n* (n+1) :
RDE:=(1-x"2)*Dx*Sn+ (n+1) *x*Sn—(n+1) :
RE:=(n+2)*Sn"2-x*(2*n+3) *Sn+n+1:
Legendre:=[DE,RDE,RE,Dy] :
y_to_the_n:=[Dx,y*Dy-n,Sn-y]:

Les algorithmes pour les clotures O-finies nécessitent
des bases de Grobner en entrée.

with(Groebner) :

T_rat:=termorder (A_rat,tdeg(Dx,Dy,Sn)):
Legendre:=gbasis(Legendre,T_rat):
y_to_the_n:=gbasis(y_to_the_n,T_rat):

Le calcul du produit est:

with(Holonomy) :

L_times_yn:=collect(dfinite_mul([
[Legendre,T_rat], [y_to_the_n,T_rat]

1,T_rat), [Sn,Dx,Dy] ,distributed,factor);



ce qui renvoie :

L_times_yn := [yD, — n,
(—m = 1)S, + (z = 1)(z + D)yD; + (n + 1)zy,
(n+2)S2 — (2n + 3)xyS, + (n + 1)y?]

L’élimination de n envisagée a lieu dans une autre al-
gebre et pour un autre ordre de termes qu’il convient
maintenant de créer.

A_elim:=skew_algebra(shift=[Sn,n],
diff=[Dx,x],diff=[Dy,y],
polynom=n) :

T_elim:=termorder (A_elim,
lexdeg([n], [Sn,Dx,Dy])):

GB:=gbasis(L_times_yn,T_elim);

2xD, — D?E + SCZDaQc —2yD, — yQDZ’
—xy_Dz — ysz -y + SnDza _yDy + n]

Pour finir nous sélectionnons ceux des opérateurs de
la base qui ne font pas intervenir n; puis nous som-
mons sur n, ce qui est équivalent a prendre le reste
de la division euclidienne a droite par S,, — 1.

map(collect,subs(Sn=1, [GB[1],GB[2]]),
[Dx,Dy1);

(1 -2®)D, + (1 — zy)D, — =,

2¢D, + (—1+ 2®)D2 — 2yD, — y*D}]
Remarquons qu'un calcul similaire au précédent
fonctionne aussi bien pour toute autre famille de
polynomes orthogonaux classiques, bien que les résul-
tats intermédiaires deviennent suffisament gros pour
ne pouvoir étre reproduits ici. C’est le cas pour les

polynémes de Jacobi Pr(La”B )(:c), annulés par le syste-
me linéaire classique suivant [7]:

(1-2))D2+(B—a—(a+B+2)z)D,
+n(n+a+B+1),
Aon(1 =238, D, — (n+ 1) (o — B — Xgp) Sy
2(n+a+1)(n+68+1),
2(n+2)(n+ a+ B+ 2)A2nS2
“A2nt1(AenAoniow + (a2 — 52))8,
+2(n +a+1)(n+ B+ 1) A2,
pour \,, = m+a+ 3+ 2. Dans le cas particulier o =

B = 0, ces opérateurs se spécialisent & ceux (1) déja
données pour les polynémes de Legendre P,(z) =

Péo’o)(:v). Le calcul d’un systéme annulateur de la sé-
rie génératrice puis sa résolution symbolique prend
alors 17 secondes (sur Dec Alpha DS 3000/400). On
retrouve la forme close

1

R(1—-y+R)*(1+y+ R)P’

ou R=+/1-2zy + y2.

4.3 Preuve automatique d’identités
holonomes

F(J:,y) =

Dans [22], V. Strehl a donné plusieurs preuves de
lidentité (iii) donnée en appendice. Chacun de ses
deux membres exprime donc la méme famille de
nombres, appelés nombres d’Apéry. Ceux intervien-
nent de fagon cruciale dans la preuve d’Apéry de I'ir-
rationalité de ((3).

Une preuve automatique de l’identité est la sui-
vante. Le systeme

{(k +1-5)%Sk — (k+1)3,
(k—3)%8; — (5 +1)%

annulateur du cube (I?)B, découle aisément de la na-
ture hypergéométrique de celui-ci. Ensuite, par creat-
ive telescoping on obtient une équation de récurrence
pour la somme sur j:

(k+2)282 — (Tk* 4 21k + 16) Sy, — 8(k + 1)2.

De méme, un systéme annulateur est aisément obtenu

pour (}) ("',:k), qui est hypergéométrique :

(n+1-k)S, —(n+1+k),
(k+1)2Sx — (n(n+1) — k(k + 1)).

Le produit de celui-ci avec I’équation précédemment
obtenue fourni un systéme pour le sommant au
membre droit de I'identité (iii) & démontrer. Ce syste-
me est constitué de la premiére équation du systéme
ci-dessus et de ’équation

(k+2)*S2 +(n—k —1)S
+(n+ k + 2)(—15k? — 29k + 2(2n + 3)(2n — 1)).

Ensuite, un nouveau calcul de creative telescoping
fournit une équation annulant tout le membre droit

de (i) :
(n+2)°S2 — (2n + 3)(17n* + 51n + 39) S,
+(n+ 1)%.



Le méme procédé est appliqué au membre gauche.
2

Tout d’abord, (2)2("‘,’;]“) est hypergéométrique et

vérifie

{

Ensuite, le creative telescoping fournit (4), la méme
équation que précédemment. L’identité est ensuite
prouvée en s’assurant que deux conditions initiales
coincident. L’ensemble de ces calculs demande moins
de 60 secondes (sur Dec Alpha DS 3000/400).

(n+1—k)2S, — (n+1+k)?,
(k+1)%Sk — (n(n+1) — k(k +1))%

5 Holonomie

Les algorithmes qui s’appuient sur le creative tele-
scoping dépendent de ’existence dans l’idéal mani-
pulé d’un polynéme non nul qui ne fasse pas interve-
nir une ou plusieurs indéterminées correspondant aux
indices de sommation et aux variables d’intégration
(voir la forme (2) dans la section précédente). Il est
donc tres important de travailler dans 1’idéal appro-
prié et d’étre capable de déterminer quand de tels
polynomes existent. Dans les cas des algebres de Weyl

(5)

(ou é;,; est le symbole de Kronecker), que nous note-
rons W, (K), et des algebres du g-calcul

K<$1, ey Ty, 01, . .,Br;é)ia:j = l’jai + 5i,j>

(6)

(pour un ¢ € K fixé non nul et autre qu’une ra-
cine de l'unité), la théorie de I’holonomie fournit une
telle garantie. Nous décrivons les éléments de cette
théorie et renvoyons & [23, 24, 25] pour une introduc-
tion pédagogique plus complete.

. _ 6 .
K@i, &r, 71, e o, Ty iy = @O 2575)

5.1 Dimension de Hilbert

Pour une algebre de Ore polynomiale
@ = K[mla .. 7'7/'5][81; 01761] ne [81‘5 Or, 5’!‘]7

notons deg P de degré total d’un polynéme P € O
par rapport a (x,@). Considérons la filtration de O
par ce degré total, c’est-a-dire la famille d’espace vec-
toriels F,, donnés par les éléments de O de degré au
plus n, et, pour une fonction f, le module F,, - f sur
lalgebre Q. Posons h,, = dimg(F, - f).

Par exemple, pour la fonction constante f = 1
par rapport a l'algebre O ci-dessus lorsque cha-
cun des 0; annule f, h, vaut (":s), soit asymp-
totiquement n°/s!l. Pour f 2 par rapport

exp T
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aK(z, 0;0x = z0x +1) et 'action pour laquelle 0 est
la dérivation par rapport a z, il est facile de calcu-
ler les premiéres valeurs de h, et de se convaincre
que h, =n+1. Pour f = (> —y® + zy) /% et

K(z,y,0r,0y; 0p = 20, + 1,0,y = ydyy + 1)

ou 0, et 0, agissent comme les dérivations usuelles
par rapports & x et y, les premieres valeurs de h,
indiquent que h,, = 3n? + 2. Pour f = expsinz par
rapport & K(z,0;0x = zdx + 1), on obtient h, =

n?/2 + 3n/2 + 1. Finalement, pour f = (Z) et

K(n, k, Sn, Sk; Spn = (n + l)Sn, Sik = (k + 1)Sk>

ou S, et Si représentent les décalages par rapport a
netk, h,=2n-+1.

Pour une faible restriction de la classe d’algebres
considérées, un théoreme général de Hilbert implique
la relation asymptotique h, ~ cn® pour des entiers
c et d. Cette propriété est vérifiée par exemple pour
toutes les combinaisons des algebres du Tableau 1.
L’entier d est appelé dimension de Hilbert du mo-
dule @- f. La pertinence de cette notion pour le creat-
ive telescoping est de nature combinatoire : si la sous-
algebre S est obtenue en formant tous les monémes en
un nombre ¢ des générateurs (x,d) de O, alors F, NS
comprend ("gq) mondémes. Dés que ce nombre croit

plus rapidement que n¢ ot d est la dimension de Hil-
bert du module Q- f ~ @/ Ann f pour une fonction f
donné, alors il doit exister une combinaison linéaire
non triviale d’éléments de S qui s’annule sur f, ce qui
signifie que ’idéal Ann f contient des éléments de S.

5.2 Cas des opérateurs différentiels

Les algebres de Weyl données par (5) sont un cas par-
ticulier d’algebres de Ore polynomiales qui représen-
tent le cas ou 0; est 'opérateur de dérivation par rap-
port au x; correspondant. Un théoréeme fondamental
de Bernstein affirme que dans ce cas, la dimension
de Hilbert d’'un module non nul, en particulier des
modules O - f pour les fonctions f non nulles, est
forcément supérieure ou égale au nombre r de dériva-
tions. Les modules de dimension exactement r ainsi
que le module nul sont dits holonomes. Par extension,
tout élément d’un module holonome, par exemple la
fonction f engendrant le module O - f, est aussi dit
holonome quand le module l’est. Dans les exemples
ci-dessus, les fonctions expz? et (y* — y® + zy)~'/2
sont holonomes, alors que expsin z ne ’est pas.

De méme que les fonctions O-finies, les fonctions
holonomes jouissent d’un certain nombre de clotures:



I’holonomie des fonctions se conserve par addition et
produit; les fonctions algébriques sont holonomes et
un algorithme di & Comtet permet d’obtenir leurs
équations de définition [26]; la substitution algébri-
que préserve ’holonomie; la diagonale Y ., cpnz™
d’une série holonome Zm,n>0 CmnmY" est holo-
nome [27, 28]. De plus, un résultat dit a Kashi-
wara relie les notions de J-finitude et d’holonomie:
pour tout idéal a O-fini par rapport a une algebre
de Ore K(x) ®xx; Wr(K), le module quotient de
lalgebre de Weyl W,.(K) par la partie a N W,.(K)
de I'idéal 0-fini dans cet algebre est holonome. Cela
signifie que, dans le cas différentiel, toute fonction
O-finie est aussi holonome. Enfin, le creative telescop-
ing est toujours possible pour les fonctions holono-
mes, au sens ou l’existence d’un opérateur éliminé de
la forme (2) est garantie.

5.3 Cas des récurrences classiques

La théorie de ’holonomie s’étend au cas des opéra-
teurs de récurrence a I’aide d’un isomorphisme d’alge-
bres adéquat entre l’algebre obtenue & partir de I’al-
gebre de Weyl W,.(K) par extension des coefficients
aux polynomes de Laurent de K[x,x~!], et l'algébre
d’opérateurs de récurrence linéaires a coefficients po-
lynomiaux autorisant les décalages directs S; et in-
verses S; ! [23]. Cet isomorphisme échange z;0; et n;
ainsi que z; et S; '. On obtient ainsi une action des
algebres de Weyl sur les suites, d’ou la définition na-
turelle qu’une suite (uy,, .. »,) est holonome si et seu-
lement si sa série génératrice multivariée

ni n
g Ung,my 210 oo 207
ni,...,np 20
est holonome en tant que fonction de (z1,...,2,) —

ceci n’est en fait qu’une traduction de la définition
précédente des fonctions holonomes pour le cas diffé-
rentiel. Ainsi, il n’y a pas dans le cas des récurrences
identité entre les suites O-finies et les suites holono-
mes, un contre-exemple simple J-fini mais non holo-
nome étant la suite donnée par u,, ., = 1/(n? + m?).

5.4 Cas des g-récurrences

Bien qu’une théorie de I’holonomie existe encore dans
le cas des algebres (6) du g-calcul, son développement
est bien plus technique [29] que dans les cadres
différentiel et de récurrence classique. Ici encore il
n’y a pas dans identité entre les fonctions O-finies
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du g-calcul et ses fonctions holonomes, un contre-
exemple étant f(x,y) = 1/(1 — 2 — y?) pour les
opérateurs de g-dilatation (H, - f)(z,y) = f(qz,y)

5.5 Holonomie et J-finitude

Les algorithmes que nous donnons dans cet article
fonctionnent dans un cadre tres général d’algebres de
Ore. Cependant, la possibilité du creative telescoping
n’est pas garantie a prior: dans le cas général non ho-
lonome. Un avantage de cette approche est de pouvoir
renvoyer des résultats dans des cas non holonomes.

Une difficulté importante est que méme dans le cas
différentiel, les idéaux annulateurs avec lesquels nous
travaillons ont une description naturelle dans des al-
gebres de Ore K(x)[0;0,6]. Il s’agit donc d’idéaux
annulateurs a que l'on pourrait qualifier de « ra-
tionnels »>. Par opposition, il est nécessaire pour le
creative telescoping dans sa forme par élimination
naive d’avoir une base de l'idéal annulateur < po-
lynomial > correspondant, c’est-a-dire de l’intersec-
tion a N K[x][@; 0, 6]. A ce jour, il n’y a pas d’algo-
rithme efficace pour produire cette base a partir de
I'idéal annulateur rationnel.

Ce probleme est bien illustré par le calcul de la
diagonale

1

2n\ .
=)

ici algébrique, de la fraction rationnelle

-2

n>k>0

Celle-ci peut étre obtenue par un calcul de résidu en
tant qu’intégrale définie sur s de la fonction holo-
nome f = 1/(s?—s+x). Ainsi, le creative telescoping
s’applique et il existe un opérateur annulateur de f
qui ne fait pas intervenir s. L’idéal annulateur Ann - f
dans K(s, z)[Ds; 1, Dg|[Dy; 1, D] est engendré par

1

k, n—k
l—-z—y '

'y

G={(s—s+2)D,+25—1,(s>—s+z)D, + 1}.

Cependant, 1’idéal engendré par G dans l'algebre de
Weyl O = K]s,z|[Ds;1,D;][Dy;1,D,] est plus pe-
tit que Ann f N O et ne contient aucun polyndéme
indépendant de s. En effet, pour obtenir un tel poly-
nome, il est nécessaire d’aumenter G — en méme
temps que l'idéal engendré par G —, par exemple
par (s> —s+2)D;D, + 2D;,.



6 Algorithme de Takayama

Lorsque certaines conditions analytiques sont rem-
plies, le calcul de P et de @ dans (2) est plus que ce
qui est strictement nécessaire. En effet, il n’est pas
utile de calculer ). Ainsi, dans ’exemple de la série
génératrice des polynémes de Legendre, nous avons
calculé P + 0yQ avant de se débarrasser de @ en fai-
sant 0y = 0. Takayama a donné un algorithme pour
le calcul restreint & P dans le cas différentiel des al-
gebres de Weyl [30], et cet algorithme se généralise
aux algebres de Ore [2, 3].

L’idée est de faire disparaitre du calcul toute oc-
currence de I'indéterminée Jy en s’interdisant par la
suite toute multiplication par un polynéme qui ne
commute pas avec Jp. On calcule ainsi modulo les
multiples a droite de 0p.

On obtient de la sorte un algorithme qui est en
général plus rapide que lalgorithme général et qui
aboutit souvent a des opérateurs d’ordre plus pe-
tit, mais qui n’est garanti de terminer que lors-
qu’un élément libre des indéterminées indésirables est
présent dans I’idéal.

7 Extension O-finie de Dalgo-
rithme rapide de Zeilberger

Les algorithmes de Zeilberger pour la sommation et
Pintégration définies s’appuient sur le creative tele-
scoping. Par simplicité, nous décrivons cette méthode
dans le cas de la sommation, c’est-a-dire que nous
considérons un terme 0-fini ¢,, lorsque 0y = S, — 1 est
relié un décalage par rapport a une variable n, et dans
le but de déterminer la somme définie Zz:a tn, ou
plus précisément un de ses opérateurs annulateurs.

Si nous pouvons trouver deux polynoémes P et @)
de l'algebre tels que P commute avec ), et que

P-t,= (S, —1)Qty, (7)

alors, en interchangeant P et ), nous obtenons

b
Pty =(Q-tal}.
n=1

Si de plus les bornes a et b sont telles que ¢t et tous les
termes @ -t sont nuls en ces bornes — cas dit « a
bornes naturelles > —, alors le membre telescopique
de droite est nul, d’ou le nom de la méthode.

Dans le cas hypergéométrique, I’algorithme rapide
de Zeilberger [31] trouve P et @ en s’appuyant
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sur Pobservation que (7) est équivalent & ce que
P - t, soit sommable par l'algorithme de Gosper
[32]. Zeilberger étend alors ’algorithme de Gosper
pour savoir tenir compte de coefficients indéterminés
dans P et trouver des conditions sur ces coefficients
pour que la somme (indéfinie) soit hypergéométri-
que. L’algorithme incrémente alors l'ordre de P (et
conséquemment le nombre de coefficients indétermi-
nés) jusqu’a ce que la version étendue de 1'algorithme
de Gosper trouve une somme. La terminaison est ga-
rantie par la théorie de ’holonomie de Bernstein.

Le résultat de cette section est I’extension de I’algo-
rithme de Zeilberger au cas 0-fini général [14]. De mé-
me que Zeilberger dans son algorithme, nous opérons
en deux temps: tout d’abord, nous étendons 1’algo-
rithme de Gosper de sommation indéfinie au cadre
O-fini; ensuite nous appliquons notre généralisation
a la sommation et & l'intégration définies O-finies.

7.1 Sommation et intégration indéfi-

nies J-finies

Etant donnés un terme d-fini ¢ par rapport a une
algébre de Ore O = F[@;0,8] sur un corps de coef-
ficients F et une base (b1,...,by) de 'espace vecto-
riel O-t, algorithme développé en [14] trouve toutes
les solutions dans cet espace vectoriel des équations
de la forme

P(by,...,8,)- X = B,

ou P est un polynome de @, X est 'inconnue et B est
un élément donné de l'espace vectoriel. La premiere
étape de lalgorithme consiste a poser sous la forme
indéterminée

X =¢1b1 + -+ dnbn,

pour des coefficients ¢; indéterminés de F. Le membre
gauche de cette égalité est alors exprimé sur la base
des b;. Par identification & zéro des coefficients, on
déduit alors un systeme d’équations linéaires véri-
fiées par les ¢;. Il suffit ensuite d’obtenir toutes les
solutions rationnelles de ce systéme, c’est-a-dire les
solutions dans F. A cette fin, plusieurs algorithmes
développés par S. Abramov et al. sont disponibles,
selon le type de l'opérateur 9; [33, 34, 35, 36].

Un cas particulier important de cet algorithme
s’obtient pour P = S, — 1, cas correspondant a
la sommation indéfinie. Dans ce cadre, le probleme
résolu par ’algorithme de Gosper correspond aux es-
paces vectoriels de dimension 1, et ou un unique coef-
ficient rationnel doit étre trouvé.



Comme exemple d’application de notre algorithme,
considérons le calcul d’une primitive pour le cosinus
intégral Ci(z). A partir de D'équation différentielle
linéaire vérifiée par le cosinus, on calcule aisément
I’équation différentielle linéaire

(2D3+2D2 +zD,)- f=0

du troisieme ordre vérifiée par le cosinus intégral Ci.
Dans lalgebre O = Q(z)[D,;1,D,], nous travail-
lons ensuite dans l’espace vectoriel sur Q(z) engen-
dré par Ci, Ci’ et Ci”. Nous recherchons donc un T
sous la forme T = ¢ Ci+¢; Ci' +¢2 Ci’ et tel que
D, - T = Ci. Ceci conduit & un systeme simple dont
la seule solution rationnelle est

$o(2) = 2,

ou en d’autre termes
/Ci(z) dz = z Ci(z) — sin(z).

7.2 Sommation et intégration définies
O-finies

Notre algorithme pour le cas défini est une exten-
sion de l'algorithme rapide de Zeilberger pour la
sommation hypergéométrique définie au cadre plus
général des termes O-finis. L’algorithme de Gosper
est remplacé par une légere modification de ’algo-
rithme de la section précédente. Cette modification
permet de tenir compte de nouveaux coefficients in-
déterminés et de trouver des conditions sur ces coeffi-
cients pour 'existence d’un &' indéfini dans ’espace
vectoriel en question. La termination n’est garantie
que lorsqu’une des versions de la théorie de 1’holono-
mie — dans le cas différentiel, de récurrence ou de
g-récurrence — peut étre invoquée.

Considérons pour finir l'exemple du théoreme
d’addition de Neumann pour les fonctions de Bes-
sel, identité (ii) de lappendice. Dans Dalgebre
O = Q(z,k)[D,;1,D,][Sk; Sk,0], la suite de fonc-
tions Jy(2)? est annulée par le systeéme

2D? + (—2k +1)D, — 25,z + 2z,

2D, Sk + 2D, + (2k + 2)S), — 2k,

2288 — 4(k +1)%Sy, — 22(k + 1)D,
+4k(k + 1) — 22,

duquel on déduit que Ji(z)? est O-fini et engen-
dre un espace vectoriel de dimension 3 et de base

(Jk(2)%, Sk - Ji(2)?, D, - Jp(2)?). La sortie de I'algo-
rithme est

1
P:Dza Q:E+_DZ7
z 2
ce qui signifie que
D, - ij(z)z + [Q . Jk(z)Q] zozo =0.
k=0

La derniére égalité est en fait équivalente & (ii) aprés
quelques récritures et considération des conditions
initiales.
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Description N° Durée
Somme harmonique indéfinie i < 5 sec.
Théoréme d’addition de Neumann pour les fonctions de Bessel ii < 5 sec.
Identité entre nombres d’Apéry et nombres de Franel iii 60 sec.
Identité curieuse de Calkin iv 195 sec.
Somme double de [10] v 390 sec.
Série génératrice des polynémes orthogonaux de Legendre vi < 5 sec.
Formule de Mehler pour les polynémes de Hermite vii 30 sec.
Transformée de Laplace pour une variation des polynémes de Tchebychev ix < 5 sec.
Intégrale d’un produit des quatres types de fonctions de Bessel xi 75 sec.
Intégrale double d’un produit de fonctions de Bessel xiii 50 sec.
Forme finie d’une des identités de Rogers-Ramanujan xvii 80 sec.
Identité de Gordon xviii 120 sec.

Tableau 2: Timings (sur Dec Alpha DS 3000/400)

Appendice: exemples d’identi-

tés automatiques

La liste suivante fournit quelques identités typiques
qui ont pu étre retrouvées automatiquement a 'aide
de la bibliotheque Mgfun. Une description de cer-
taines d’entre elles ainsi que le temps machine né-

cessaire a leur preuve par l'algorithme de la section
précédente sont donnés en Table 2
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Notons que les intégrales elliptiques E et K ne sont
pas holonomes, mais seulement fonctions réciproques
de fonctions holonomes.



